
第 4 章  函数的积分 

本章将讨论一元函数积分学．积分学中主要有两个基本问题：不定积分和定积分．围绕

这两个问题，本章首先从积分定义、有关定理和基本公式入手，然后重点解析其计算方法，最

后讲解微积分的应用． 

4.1  不定积分的概念 

4.1.1  原函数与不定积分 

有许多实际问题都要求我们解决微分的逆运算，即已知某函数的导数去求原来的函数． 
例如，已知自由落体任意时刻 t的运动速度 ( )v t gt ，求落体的运动规律（设运动开始时，

物体在原点）．这个问题就是要从关系式 ( )s t gt  中还原出函数 ( )s t 来．由导数公式易知，

21( )
2

s t gt ，这就是所求的运动规律． 

一般地，如果已知 ( ) ( )F x f x  ，如何求 ( )F x 呢？为此，引入下述定义： 
定义 4.1（原函数）已知函数 ( )f x 在区间 I 上有定义，如果存在函数 ( )F x ，使得在区间 I

上任意点 x处都有关系式 ( ) ( )F x f x  或 d ( ) ( )dF x f x x 成立，则称函数 ( )F x 是函数 ( )f x 在区

间 I 上的一个原函数． 
例如，因为 (sin ) cosx x  ，故 sin x 是 cos x 的一个原函数，但不是唯一的．事实上

(sin 1) (sin 2) (sin 3) cosx x x x         ，所以 cos x的原函数不是唯一的． 

关于原函数的两个问题： 
（1）原函数存在问题：如果 ( )f x 在某区间内连续，那么它的原函数一定存在．（此定理

将在定积分部分加以说明） 
（2）原函数的一般表达式：前面已指出，若 ( )f x 存在原函数，就不是唯一的，那么这些

原函数之间有什么差异？能否写成统一的表达式呢？对此，有如下结论： 
定理 4.1 若函数 ( )F x 是函数 ( )f x 的一个原函数，则 ( )F x C （C为任意常数）都是函数

( )f x 的原函数，并且 ( )f x 的任何一个原函数都可表示成 ( )F x C ． 
证明： ( ( ) ) ( ) ( )F x C F x C f x      ， 

( )F x C  都是 ( )f x 的原函数． 
又设 ( )f x 的任意一个原函数为 ( )G x ，则 ( ) ( )G x f x  ． 

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 0G x F x G x F x f x f x        ． 
( ) ( )G x F x C   （C为任意常数）． 

即 ( ) ( )G x F x C  ． 
这样就证明了 ( )f x 的全体原函数组成了函数族 ( )F x C ，由此构成不定积分的概念． 
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定义 4.2（不定积分）设函数 ( )F x 是函数 ( )f x 的一个原函数，则 ( )f x 的全体原函数

( )F x C （C为任意常数），称为 ( )f x 的不定积分，记为： ( )d ( )f x x F x C  ． 

上式中 x叫做积分变量， ( )f x 叫做被积函数， ( )df x x叫做被积表达式，C叫做积分常数，

“  ”叫做积分号． 

注意：求 ( )df x x 时，切记要“ C ”，否则求出的只是一个原函数，而不是不定积分． 

例 4.1  求下列不定积分： 

（1） 2 dx x ；  （2） sin dx x ；  （3） 1 dx
x ． 

解：（1） 2( ) 2x x  ， 22 dx x x C   ． 

（2） ( cos ) sinx x  ， sin d cosx x x C    ． 

（3） 0x  时，
1(ln )x
x

  ，又 0x  时，
1 1[ln( )]x
x x
  


， 

即
1 1(ln | |) . d ln | | .x x x C
x x

      

通常把一个原函数 ( )F x 的图像称为 ( )f x 的一条积分曲线，其方程为 ( )y F x ，因此，不

定积分 ( )df x x 在几何上就表示全体积分曲线所组成的曲线族，它们的方程为 ( )y F x C  ．这

族曲线的特点是：积分曲线族 ( )y F x C  可以由其中任一条积分曲线 ( )y F x 上、下平移而

成，并且该曲线族在横坐标相同点 x处切线斜率都等于 ( )f x ，即在该处各积分曲线的切线彼

此平行，如图 4-1 所示． 
例 4.2  设曲线过点(1,2)且斜率为 2x，求曲线方程． 
解：设所求曲线方程为 ( )y f x ，则 2y x  ，故 22 dy x x x C   .  

又由曲线过点(1,2)得， 22 1 C  ，所以 1C  ，于是所求方程为 2 1y x  ，如图 4-2

所示． 

   
 图 4-1  不定积分的几何意义 图 4-2  2 1y x  的图形 

由积分定义知，积分与导数（或微分）互为逆运算，由此得出下列性质： 

（1） d ( )d ( )
d

f x x f x
x

 或 d ( )d ( )df x x f x x ； 
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（2） ( )d ( )F x x F x C   或 d ( ) ( )F x F x C  ． 

4.1.2  基本积分公式 

利用导数求积分是一种间接的方法，很不方便，下面的基本积分公式及运算性质可以帮

助我们直接进行积分计算．由于求不定积分是求导数（或微分）的逆运算，所以反着导数公式

可以得到相应的基本积分公式： 

1 ( )kx k   dk x kx C  （k为常数） 

2 11
1
x x 




    
 

11d
1

x x x C 


 

 （ 1   ） 

3 
1(ln )x
x

   1d lnx x C
x

   

4 
1

ln
x xa a

a

   
 

 
1d

ln
x xa x a C

a
   

5 (e ) ex x   e d ex xx C   

6 ( cos ) sinx x   sin d cosx x x C    

7 (sin ) cosx x   cos d sinx x x C   

8 2(tan ) secx x   2sec d tanx x x C   

9 2( cot ) cscx x   2csc d cotx x x C    

10 2

1(arcsin )
1

x
x

 


 
2

1 d arcsin
1

x x C
x

 


  

11 2
1(arctan )

1
x

x
 


 2

1 d arctan
1

x C
x

 


 

以上 11 个公式是积分法的基础，必须熟记． 
定理 4.2  被积函数中不为零的常数因子可提到积分号外面来，即 

( )d ( )dkf x x k f x x  （ 0k  ）． 

定理 4.3  两个函数代数和（或差）的积分等于各函数积分的代数和（或差），即 
[ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x     ． 

上述两定理可推广为： 
[ ( ) ( )]d ( ) ( )da f x bg x x a f x dx b g x x     ． 

说明：（1）本性质对有限多个函数的和也是成立的．它表明：和函数可逐项积分． 
（2）这两个公式的证明很容易，只要验证右端的导数等于左端的被积函数，并且右端确

含一个常数 C 即可．顺便指出，以后我们计算不定积分时，就可以用这个方法检验积分结果

是否正确了． 
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4.1.3  公式应用举例 

对于不定积分的计算如果可以利用各种恒等变形使被积函数化为和差形式，并且每一项

都是基本积分公式中所具有的形式，就可以利用积分公式和性质直接积分，这种积分法称为直

接积分法． 
例 4.3  求下列不定积分： 

（1） 2
2

1 2 3tan dx x
xx

 
  

  ；    （2）
2

2 d
1
x x
x ； 

（3） 3 e dx x x ；       （4） 2(2 3 ) dx x x ； 

（5） 2( 2) dx x ；        （6） 5e dx x ． 

解：（1） 2
2

1 2 3tan dx x
xx

 
  

  2
2

1 1d 2 d 3 tan dx x x x
xx

      

    
1

2 22 2d 2 d 3 (sec 1)d 2 3tan 3x x x x x x x x x C
x

            ． 

注意：在分项积分后，不必每一个积分结果都“ C ”，只要在总的结果中加一个C就行了． 

（2）
2

2 d
1
x x
x

2

2 2
1 1 1d 1 d arctan

1 1
x x x x x C
x x

             ． 

（3） 3 e dx x x
(3e) 3 e(3e) d
ln3e ln 3 1

x x x
x x C C    

 ． 

（4） 2(2 3 ) dx x x 2 2(2 2 2 3 3 )dx x x x x      

4 6 94 d 2 6 d 9 d 2
ln 4 ln 6 ln 9

x x x
x x xx x x C         ． 

（5） 2( 2) dx x 2 3 2 3
1

1 1( 2 4)d 4 ( 2)
3 3

x x x x x x C x C          ． 

（6） 5e dx x
5

5 5
5

(e ) 1(e ) d e
5ln e

x
x xx C C     ． 

习题 4.1 

1．填空题 
（1） 2 sinx x 的一个原函数是________，而________的原函数是 2 sinx x ； 
（2）d ( )df x x  ________； d ( )f x  ________； 

d ( )d
d

f x x
x

 ________； ( )df x x  ________； 

（3）通过点
π 3,
6 2

 
 
 

的积分曲线 cos dy x x  的方程是________． 

2．选择题 
（1）函数 ( )f x 的（    ）原函数，称为 ( )f x 的不定积分． 
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A．任意一个 B．所有 C．唯一 D．某一个 
（2）若 ( )F x 、 ( )G x 均为 ( )f x 的原函数，则下式不正确的是（    ）． 

A． ( ) ( )G x f x    B． ( ) ( ) 0F x G x    
C． ( ) ( ) ( )F x G x f x    D． ( ) ( )F x G x C  （C为任意常数） 

（3） ( )d e cos 2xf x x x C  ，则 ( )f x （    ）． 

A． e (cos2 2sin 2 )x x x  B． e (cos 2 2sin 2 )x x x C   

C． e cos 2x x   D． e sin 2x x  
3．求下列不定积分： 

（1） 1 32sin dx x
xx

 
  

  ；   （2） 2
11 dx x x
x

  
  ； 

（3）
2

2

2 1 d
1

x x
x

 


 ；     （4） 2 2

1 d
(1 )

x
x x ； 

（5） 22 2(e e ) d
x x

x


  ；    （6）
2 2

2 2
sin d

sin
x x x
x x


 ； 

（7） sec (sec tan )dx x x x ；   （8） 2 2
cos 2 d

sin cos
x x

x x ． 

4.2  不定积分的计算 

利用积分公式与性质，只能求出一些简单的积分，对于比较复杂的积分，我们总是设法

把它变形使之成为能利用基本积分公式的形式，再求出其积分．下面讲解的换元法就是最常用

的一种很有效的方法． 

4.2.1  换元积分法 

在例 4.3 的（5）、（6）两例中，我们不难发现， 
2 2 31( 2) d ( 2) d( 2) ( 2)

3
x x x x x C        ， 

5 5 51 1e d e d(5 ) e
5 5

x x xx x C    ． 

即只要把 ( 2)x  、(5 )x 看成公式 11d
1

x x x C 


 

 （ 1   ）、 e d ex xx C  中的 x即

可得出结果．此方法的理论基础源于下述定理： 
定理 4.4  如果 ( )d ( )f x x F x C  ，则 ( )d ( ) .f u u F u C   

其中 ( )u x 是 x的任一可导函数． 

证明   ( )d ( )f x x F x C  ， d ( ) ( )d .F x f x x  又根据微分形式不变性，则有：

d ( ) ( )dF u f u u ，其中 ( )u x 是 x的可导函数，由此得： 

( )d d ( ) ( )f u u F u F u C    ． 
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积分步骤如下： 
( )d d ( )

[ ( )] ( )d [ ( )]d ( ) [ ( )]
x x x

f x x x f x x F x C
 

    
 

       微分    分
． 

该公式说明，在被积函数（一般为复合函数）中选择适当的中间变量 ( )u x ，凑成微分

d ( )x ，再将该中间变量看成相应公式中的 x，就可得出积分结果．通常把这种积分方法称为

凑微分法或第一换元法． 
凑微分法的难点在于原题并未指明应该把哪一部分凑成 d ( )x ，这需要解题经验，熟记下

列凑微分形式，解题中会给我们以下启示： 

（1） 1d d( )x ax b
a

  （ 0a  ） （2） 21d d
2

x x x  

（3） 2 31d d
3

x x x  （4） d 2dx x
x
  

（5） 2
1 1d dx

xx
   
 

 （6） 1 d d lnx x
x

  

（7） e d dex xx   （8） sin d d( cos )x x x   

（9） cos d d sinx x x  （10） 2sec d d tanx x x  

（11） 2csc d d( cot )x x x   （12） 2
d d arctan

1
x x
x




 

（13）
2

d d arcsin
1

x x
x




 

例 4.4  求下列不定积分： 

（1） sin( )dt t  ；  （2）
2

2 e dxx x ；  （3）
2

3
d

1

x x
x 

 ； 

（4）
2

d

1 ln

x

x x
 ；  （5） e d

1 e

x

x x
 ． 

解：（1） sin( )dt t 
1 1sin( )d( ) cos( )t t t C     
 

       ． 

（2）
2

2 e dxx x
2 2 22e 2 d e d ex x xx x x C      ． 

（3）
2

3
d

1

x x
x 

 3 3 3
3 3

1 1 1 1 2d d( 1) 1
3 3 31 1

x x x C
x x

     
 

  ． 

（4）
2

d

1 ln

x

x x
 2 2

1 d 1 d ln arcsin ln
1 ln 1 ln

x x x C
xx x

    
 

  ． 

（5） e d
1 e

x

x x


1 1e d de
1 e 1 e

x x
x xx  

  
1 d(1 e ) ln(1 e )

1 e
x x

x C    
 ． 

例 4.5  求下列不定积分： 

（1）
2 2

1 dx
a x

 （ 0a  ）；   （2） 2 2
1 dx

a x （ 0a  ）； 

（3） tan dx x ；      （4） sec dx x ． 

凑 积 
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解：（1）
2 2

1 dx
a x

 2 2

1 1d d arcsin

1 1

x xx C
a ax xa

a a

     
        

   

  ． 

类似地，有： 2 2
1 1d arctan xx C

a aa x
 

 （ 0a  ）． 

（2） 2 2
1 dx

a x
1 1 1 1 d( ) d( )d

2 2
a x a xx

a a x a x a a x a x
                    

1 1[ln | | ln | |] ln
2 2

a xa x a x C C
a a a x


      


． 

类似地，有： 2 2
1 1d ln

2
x ax C

a x ax a


 
 ． 

（3） tan dx x
sin 1d d cos ln | cos |
cos cos

x x x x C
x x

       ． 

类似地，有： cot d ln | sin |x x x C  ． 

（4） sec dx x
sec (sec tan ) d

sec tan
x x x x
x x




  

21 (sec d sec tan d )
sec tan

x x x x x
x x

  
  

1 d(sec tan ) ln | sec tan |
sec tan

x x x x C
x x

    
 ． 

类似地，有： csc d ln | csc cot |x x x x C   ． 

注意：本题 8 个积分以后会经常用到，可以作为公式应用． 
例 4.6  求下列不定积分： 

（1）
2

3 d
4

x x
x




 ； （2） 2

1 d
2
x

x x  ；  （3） 2
1 d
2 4

x
x x  ． 

解：（1）
2

3 d
4

x x
x




 2

2 2 2

1
1 23 d d(4 )

2 4
x x

x x


  

 
   

23arcsin 4
2
x x C    ． 

（2） 2
1 d

2
x

x x 
1 1 1 1d d

( 2)( 1) 3 1 2
x x

x x x x
           

1 1 1(ln | 1| ln | 2 |) ln
3 3 2

xx x C C
x


      


． 

（3） 2
1 d
2 4

x
x x  2 2

1 1 1d arctan
( 3) ( 1) 3 3

xx C
x


  

  ． 

形如 2
dx

ax bx c  可以采用分解因式折分法或配方法．顺便指出配方法也可运用于形如

2

dx

ax bx c 
 的积分． 
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例 4.7  求下列不定积分： 
（1） 2cos sin dx x x ；   （2） 2sin dx x ． 

解：（1） 2cos sin dx x x 2 31cos d cos cos
3

x x x C     ． 

（2） 2sin dx x
1 cos2 1 1d d cos2 d(2 )

2 2 2
x x x x x          

1 1 sin 2
2 4

  x x C． 

注意：三角函数中其他常用公式有倍角公式、半角公式、平方关系、倒数关系等． 
第一换元法是将中间变量 ( )x 看成相应公式中的 x，直接得出积分结果，但对有些被积

函数则需要作相反方式的换元，即将积分变量 x看成 ( )t （ ( )x t ），使被积函数有理化，再

用第一换元法积分． 
定理 4.5  如果 [ ( )] ( )f t t   具有原函数 ( )F t ，且 ( )x t 单调可导， ( ) 0t   ，其反函数

1( )t x  存在，那么 1( )d [ ( )]f x x F x C   ． 

证明：因为 [ ( )] ( )f t t   具有原函数 ( )F t ，所以 ( ) [ ( )] ( )F t f t t   ． 

令 1( ) [ ( )]H x F x  ，利用复合函数求导法则及反函数求导公式得到： 
d d 1 1( ) ( ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( )
d d ( ) ( )
F tH x F t f t t f t f x
t x t t

  
 

         
 

， 

即 1( ) [ ( )]H x F x  是 ( )f x 的原函数，所以有： 
1( )d [ ( )]f x x F x C   ． 

定理 4.5 给出的换元法称为第二换元法，其计算步骤为： 
1( ) ( )

1

d ( )d
( )d [ ( )] ( )d ( ) [ ( )]

x t t x

x t t
f x x f t t t F t C F x C

 


  

 



     

令

． 

即基本步骤为：换元、积分、回代． 
例 4.8  求下列不定积分： 

（1） d
1 1
x

x   ；     （2）
3

dx
x x ． 

解：（1） d
1 1
x

x   2

21

1

d( 1) 2 1d 2 1 d
1 1 1

t x

x t

t t t t
t t t

 

 

           
令

 

2( ln | 1 |) 2( 1 ln | 1 1|)t t C x x C         
回代

． 

（2）
3

dx
x x

6

6

6 5 3

3 2 3 2
d 6 d 1 16 d

1

t x

x t

t t t t t
tt t t t





 
  

   
令

 

2 3 2

3 6 6

1 1 16 1 d 6 ln | 1|
1 3 2

2 3 6 6ln | 1 | .

t t t t t t t C
t

x x x x C

                  

     


回代

 

注意：如果被积函数中含有被开方因式为一次根式 n ax b 时，通常令 nt ax b  ，称为
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根式代换．其主要思想是利用根式代换消去根号，使其转化为有理式的积分． 
下面讨论被积函数中含有被开方因式为二次式的根式情况． 
例 4.9  求下列不定积分： 

（1） 2 2 da x x （ 0a  ）；    （2）
2 2

1 dx
a x

 （ 0a  ）． 

分析：如果作类似于例 4.9 的根式代换，则不能消去根号，为此，应使两个量的平方差表

示成另一个量的平方，联想到三角函数的平方关系，可作如下的三角代换． 

解：（1） 2 2 da x x
sin

2 2 2sin d( sin )
x a t

a a t a t


 
令

 

2

2 2 2

2 2

1 cos2cos cos d d
2

1d cos 2 d2 sin 2
2 2 2 4

sin cos .
2 2

ta t a t t a t

a a at t t t t C

a at t t C


  

      
 

  

 

   

为将 t回代为 x的函数，由 arcsin xt
a

 ， sin arcsin x x
a a

   
 

， 

2 2
2cos arcsin 1 sin arcsinx x a x

a a a
        

   
，从而有 

2
2 2 2 21d arcsin

2 2
a xa x x x a x C

a
     ． 

（2）
2 2

1 dx
a x


tan

2
2 2 2

1 1d( tan ) sec d
sectan

x a t
a t a t t

a ta a t


  


 

令
 

1sec d ln | sec tan |t t t t C    ． 

由 arctan xt
a

 ， tan arctan x x
a a

   
 

，
2 2

2sec 1 tan a xt t
a


   ，从而有 

2 2

1 dx
a x

 2 2ln | |x a x C    （ 1 lnC C a  ）． 

类似地，有： 2 2
2 2

1 d ln | |x x x a C
x a

   


 ． 

一般地说，当被积函数中含有：① 2 2a x ，令 sinx a t （正弦代换）；② 2 2a x ，令

tanx a t（正切代换）；③ 2 2x a ，令 secx a t（正割代换）． 
以上方法通常称为三角代换，当然也可作余弦（余切、余割）代换，有些甚至还可不必

用三角代换，而用其他方法，应灵活掌握．其他类型在综合应用中再作介绍． 

4.2.2  分部积分法 

当被积函数是两种不同类型函数的乘积时，往往需要用下面所讲的分部积分法来解决． 
分部积分法是利用乘积的求导法则而推得的一种基本积分方法． 
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定理 4.6  设函数 ( )u u x ， ( )v v x 具有连续导数，则 

d du v uv v u   （分部积分公式）． 

证明：因为函数 ( )u u x ， ( )v v x 具有连续导数，所以可由乘积微分公式得： 
d( ) d duv u v v u  ，移项得： d d( ) du v uv v u  ， 

两边积分得： d du v uv v u   ． 

分部积分公式可以将求 du v 的积分问题转化为求 dv u 的积分，当后者较容易时，分部积

分公式就起到了化难为易的作用． 
运用分部积分法的关键是恰当地选择好u和 dv，一般要考虑如下两点：（1） v要容易求

出（通常用凑微分法求出）；（2） dv u 要比 du v 容易积出． 

分部积分法的计算步骤为： 
d d d d

d d d d
v x v u u x

uv x u v uv v u uv vu x
  

           微分 套公式 求微分
． 

例 4.10  求下列不定积分： 
（1） cos 2 dx x x ；    （2） 2e dxx x ． 

分析：若取 cos 2u x ， 21d d d
2

v x x x  ，代入公式后，得： 

cos 2 dx x x 2 2 21 1cos 2 d ( cos2 dcos 2 )
2 2

x x x x x x     

2 21 cos 2 sin 2 d
2
x x x x x   ． 

后者比原积分更难，说明这样的选取不合适． 
因此，应取u x ，d cos 2 dv x x （熟悉以后，此步可不必写出）． 

解：（1） cos 2 dx x x
1 1cos2 d2 d sin 2
2 2
x x x x x    

      1 1 1( sin 2 sin 2 d ) sin 2 cos 2
2 2 4
x x x x x x x C     ． 

同上分析应取 2u x ， d e d dex xv x    ． 
（2） 2e dxx x 2 2 2 2de ( e e d ) e 2 e dx x x x xx x x x x x               

2 2

2 2

e 2 de e 2( e e d )

e 2 e 2e ( 2 2)e .

x x x x x

x x x x

x x x x x

x x C x x C

    

   

      

         

   

注意：（1） ( )cos dnP x mx x 、 ( )sin dnP x mx x 和 ( )e dmx
nP x x ，可设 ( )nu P x ，即选取三角

函数或指数函数先凑微分．（ ( )nP x 为 n次多项式） 

（2） ( ) ln( 1)dnP x x x 和 ( )arctan dnP x x x ，可设 ln( 1)u x  或 arctanu x ，即选取 ( )nP x

先凑微分． 
例 4.11  求下列不定积分： 
（1） ln( 1)dx x ；    （2） arctan dx x x ． 

凑 
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解：（1） ln( 1)dx x [ ln( 1) d ln( 1)] ln( 1) d
1
xx x x x x x x
x

      
   

1ln( 1) 1 d ln( 1) ln( 1)
1

x x x x x x x C
x

             ． 

（2） arctan dx x x 21 arctan d
2

x x   

2 21 ( arctan d arctan )
2
x x x x    

2
2 2

2 2

2

1 1 1arctan d arctan 1 d
2 21 1
1 ( arctan arctan ) .
2

xx x x x x x
x x

x x x x C

                

   

 
 

计算熟练后，可简化步骤为： 
d d

                                                     
d d d

v x v
uv x u v uv vu x

 
      ． 

例 4.12  求 e sin dx x x ． 

解： e sin dx x x sin de e sin e cos dx x xx x x x     

= e sin cos de e sin e cos e sin dx x x x xx x x x x x     ， 

经两次分部积分后，回到原积分形成循环，移项后合并，再除以 2 得所求的积分： 

e sin dx x x
1 e (sin cos )
2

x x x C   ． 

注意： e sin dmx nx x ， e cos dmx nx x ，可任选其一先凑微分，两次分部积分后形成循环（注

意两次的选取必须一致），通过解方程可得原积分． 
此方法可推广：如果在分部积分后能形成“循环现象”，则可通过解方程来求得． 

4.2.3   综合举例 

在综合应用中，有时需要多种方法并用，才能求得其解；有时也可一题多解，学习时应

注意在掌握了一般规律的条件下灵活应用． 
例 4.13  求下列不定积分： 
（1） 2cos dx x x ；       （2） e dx x ． 

解：（1） 2cos dx x x
1 cos2 1d ( d cos 2 d )

2 2
xx x x x x x x

       

2 21 1 1 1d sin 2 ( sin 2 sin 2 d )
4 4 4 4
x x x x x x x x       

21 1 1sin 2 cos2
4 4 8
x x x x C    ． 

（2） e dx x 2

2e d 2 e d 2 de 2( e e d )
t x

t t t t t

x t
t t t t t t




       
令

 

凑微分 套公式、求微分合二为一 
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2( e e ) 2( 1)et t xt C x C     
回代

． 

例 4.14  求下列不定积分： 

（1） 2
d

( 1)
x

x x  ；  （2） d
1
x x
x ；  （3）

2

dx

x x
 ． 

解：（1）解法 1（分项，凑微分）： 

2
d

( 1)
x

x x  2
2 2

1 1 1d ln | | d( 1)
21 1

x x x x
x x x

           

2
2

1ln | | ln | 1| ln | |
2 1

xx x C C
x

     


． 

解法 2（换元法）： 

2
d

( 1)
x

x x 
2tan

2 2
d tan sec d

tan (tan 1) tan sec

x t t t t
t t t t


 

 
令

 

2
cot d ln | sin | ln | |

1

xt t t C C
x

    



回代

． 

（2）解法 1（分项，凑微分）： 

d
1
x x
x

1 1 1d 1 d(1 ) d(1 )
1 1

x x x x x
x x

 
     

     

3 1
2 22 (1 ) 2(1 )

3
x x C     ． 

解法 2（换元法）： 

d
1
x x
x 2

21
2 3

1

1 12 d 2 ( 1)d 2
3

t x

x t

t t t t t t t C
t

 

 

        
  

令

 

3 1
2 22 (1 ) 2(1 )

3
x x C    

回代

． 

解法 3（分部积分）： 

d
1
x x
x 2 d 1 2 1 2 1 dx x x x x x        

3
242 1 (1 )

3
x x x C     ． 

（3）解法 1（配方后套公式）： 

2

dx

x x
 2

1 1d
21 1

4 2

x

x

   
    

 

  

1
2arcsin 1

2

x
C


  arcsin(2 1)x C   ． 

解法 2（凑微分）： 
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2

dx

x x
 2

d d2 2arcsin
(1 ) 1 ( )

x x x C
x x x

   
 

  ． 

说明：选用不同的积分方法，可能得出不同形式的结果，即不定积分答案不唯一，这是

因为原函数不唯一，所以原函数族即不定积分的表达式也不唯一． 

习题 4.2 

1．填空题 
（1）dx  ________ d(1 2 )x ；    （2） dx x  ________ 2d(3 1)x  ； 

（3） 1 d dx
x

 ________；     （4） 1 d d
ln

x
x x

 ________； 

（5） sin d
2
x x  ________ d cos

2
x
；   （6）

22e dxx x  ________
22de x ； 

（7） 2
1 d d

cos
x

x
 ________；    （8） sec3 tan 3 dx x x  ________ dsec3x； 

（9） 2
1 d

1 4
x

x



________ d arctan 2x；  （10）

2

d

1

x x

x



________ 2d 1 x ． 

2．利用换元法求下列不定积分： 
（1） cos2 dx x ；   （2） 3 12 dx x ；    （3） 1 2 dx x ； 

（4） 2 d
1 5

x
x ；   （5） ln dx x

x ；    （6） e cose dx x x ； 

（7） d
(1 )
x

x x ；  （8） cos d
1 sin

x x
x ；   （9） 3 2sin cos dx x x ； 

（10） sin 3 cos2 dx x x ； （11）
2

2

tan 1 d
1

x x x
x




 ；  （12） 2

d
4 4 3

x
x x  ； 

（13） d
e ex x

x
 ；  （14） d

1 2 1
x
x  ；   （15）

2
d

2
x x
x ； 

（16）
2

2 2
dx x

a x
 ；  （17） d

e 1x

x


 ；    （18） d

(1 )
x

x x  ． 

3．利用分部积分法求下列不定积分： 

（1） sin 3 dx x x ；  （2） 2
ln dx x
x ；    （3） arcsin dx x ； 

（4） 2 3e dxx x ；   （5）
2

arctan d
1

x x x
x

 ；   （6） cos dx x ； 

（7） e cos 2 dx x x ；  （8） 2ln(1 )dx x  ． 
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4.3  定积分的概念 

定积分是积分学中的第二个基本问题．下面首先利用定积分的几何背景引出定积分的概

念，然后重点研究微积分基本定理，建立关于定积分的换元法与分部积分法． 

4.3.1  曲边梯形的面积与定积分 

所谓曲边梯形是指如图 4-3 所示的图形，如果我们会计算这样的曲边梯形面积，也就会计

算任意曲线所围成的图形面积了（如图 4-4 所示）．在图 4-5 中，我们可以设想沿 y 轴方向纵

向切割成无数个细直窄条，把每个窄条近似地看成一个矩形，这些矩形的面积加起来就是曲边

梯形面积的近似值，易见，分割越细，误差越小，于是当所有窄条宽度趋于零时，其近似值的

极限就成为曲边梯形面积的精确值了．具体计算过程简述如下： 

   
 图 4-3 图 4-4 

 
图 4-5 

（1）无限细分：在闭区间[ , ]a b 上任取子区间[ , d ]x x x ，以该子区间上对应的细直窄条代

表任意分割后的每个窄条（如图 4-5 所示），取每个窄条面积的近似值为：d ( )dA f x x ． 

（2）无限求和：将上述每个细直窄条面积的近似值相加，得到所求曲边梯形面积的近似

值并让每个窄条的宽度趋于零取极限，得到曲边梯形面积的精确值，该过程可简化为如下形式：

A 
  

  
d ( )d

b b

a a
A f x x  （符号“

 

 

b

a ”代表将dA在区间[ , ]a b 上无限累加（积分），即将闭区间

[ , ]a b 上的所有窄条面积的近似值相加后取极限． 

在许多实际问题中，如路程、压力等物理量；面积、体积、弧长等几何量；产量、收益、

成本等经济量，都可以归结为这样的数学模型，因此有必要将这种方法抽象出来，形成一个数

学概念，称之为定积分，这种思想方法称之为微元法． 
定义 4.3（定积分）设函数在[ , ]a b 上有定义，在该区间上任取分点构成无数个小区间，并

将这些小区间统记为[ , d ]x x x ，在每个小区间上作乘积 ( )df x x，并将这些乘积相加求和，如
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果当每个小区间的宽度都趋于零时，上述和式的极限存在，则称该极限值为函数在区间[ , ]a b 上

的定积分，记为
 

 
( )d

b

a
f x x ，其中称 x为积分变量， ( )f x 为被积函数， ( )df x x为被积表达式，

[ , ]a b 为积分区间，a和 b分别称为积分下限和上限，“
 

 

b

a ”为定积分号． 

关于定积分的几点说明： 
（1）定积分是一个数，这个数只取决于被积函数和积分区间，而与积分变量采用什么字

母表示无关，即有： ( )d
b

a
f x x =

 

 
( )d

b

a
f t t  

（2）定义中要求 a b ，为使积分限的大小没有限制，现作如下补充规定： 

当 a b 时，
 

 
( )d 0

b

a
f x x  ；当 a b 时， ( )d

b

a
f x x  

 

 
( )d

a

b
f x x ． 

（3）定积分的存在性：当 ( )f x 在[ , ]a b 上连续或只有有限个第一类间断点时， ( )f x 在[ , ]a b
上的定积分存在（也称可积）． 

因为初等函数在定义区间内都连续，所以有重要结论：初等函数在定义区间内部都是可

积的． 
定积分的几何意义： 

（1）当 ( ) 0f x  时，图形在 x轴之上，积分值为正，有 ( )d
b

a
f x x A （如图 4-6 所示）． 

（2）当 ( ) 0f x ≤ 时，图形在 x轴下方，积分值为负，有 ( )d
b

a
f x x A  （如图 4-7 所示）． 

   
 图 4-6 图 4-7  

（3）当 ( )f x 在[ , ]a b 上有正有负时，则积分值等于曲线在 x轴上方部分与下方部分面积的

代数和，如图 4-8 所示，有 1 2( )d
b

a
f x x A A  ． 

 
图 4-8 

定理 4.7（线性性）函数和与差的定积分等于定积分的和与差，即 
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[ ( ) ( )]d
b

a
f x g x x  ( )d

b

a
f x x  ( )d

b

a
g x x ． 

定理 4.8（线性性）被积函数的常数因子可提到积分号外面来，即 

( )d
b

a
kf x x  ( )d

b

a
k f x x ． 

定理 4.9（可加性）若 a c b  ，则 ( )d
b

a
f x x  ( )d

c

a
f x x  ( )d

b

c
f x x ． 

定理 4.10（积分中值定理）若 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则至少存在一点  [ , ]a b 使得

( )d ( )( )
b

a
f x x f b a  成立． 

中值定理的几何意义： 
曲边 ( )y f x 在底 [ , ]a b 上所围成的曲边梯形面积等于同一底边而高为 ( )f  的一个矩形

的面积（如图 4-9 所示）．并且把这个矩形的高 ( )f  称为曲边梯形的平均高度，由此给出函数

( )f x 在[ , ]a b 上的平均值定义： 

( )y f  
1 ( )d

b

a
f x x

b a  ． 

 
图 4-9 

注意：（1）上述定理均可由定积分的精确定义证得，这里证明从略．（2）定理 4.7 与

定理 4.8可推广为函数代数和可逐项积分，即 [ ( ) ( )]d
b

a
mf x ng x x  ( )d

b

a
m f x x  ( )d

b

a
n g x x ，

并且此性质还可推广到有限多个函数的代数和情形．（3）在定理 4.9 中对于 a、b、c 三点

的任何其他相对位置，上述性质仍成立，即 c既可以是 [ , ]a b 的内分点也可以是外分点．例

如： a b c  ，则 

( )d
c

a
f x x  ( )d

b

a
f x x  ( )d

c

b
f x x  ( )d

b

a
f x x  ( )d

b

c
f x x ， 

所以仍有： ( )d
b

a
f x x  ( )d

c

a
f x x  ( )d

b

c
f x x 成立． 

4.3.2  微积分基本定理 

定积分作为一种特定结构和式的极限，直接按定义计算是很繁杂的，我们通过一个中间

概念——变上限定积分，将定积分与原函数联系起来，从而与不定积分联系起来，使定积分的

计算得到简化． 

定义 4.4（变上限定积分）设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，任取 [ , ]x a b ，于是积分 ( )d
x

a
f x x 是
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一个定数，显然，当 x在[ , ]a b 上变动时，对应于 x的每一个值，积分 ( )d
x

a
f x x 都有一个确定

的值与之对应，因而积分 ( )d
x

a
f x x 形成一个关于上限 x的函数，记为 ( )x ，通常称函数 ( )x

为变上限积分函数或变上限定积分，即 ( )x  ( )d
x

a
f x x ( )d

x

a
f t t （ a x b≤ ≤ ），几何意

义如图 4-10 所示． 

 
图 4-10 

注意：在积分 ( )d
x

a
f x x 中， x既表示积分上限又表示积分变量，很不方便，因此有必要

将该积分改写为 ( )d
x

a
f t t ． 

关于变上限定积分有如下定理： 
定理 4.11（变上限定积分的求导定理） 

若 ( )f x 在 [ , ]a b 上连续，则函数
 

 
( ) ( )d

x

a
x f t t   在 [ , ]a b 上可积，且有 ( ) ( )x f x   ，即

 

 
( ( )d ) ( )

x

a
f t t f x  ． 

注意：定理证明从略．该定理表明了 ( ) ( )d
x

a
x f t t   是 ( )f x 在[ , ]a b 上的一个原函数，因

此该定理也称为连续函数原函数存在定理，这就解决了前面提出的有关原函数的存在性问题． 

例 4.15  计算 2( ) sin d
x

a
x t t   在 0x  ，

π
2

处的导数． 

解：由定理 4.11 得 2( ) sinx x   ， 

(0) sin 0 0    ，
π π 2sin

2 4 2


 
    
 

． 

例 4.16  求下列函数的导数： 

（1）
2 2

1
( ) e d

x tx t   ；   （2）
e ln( ) d
x

x

tx t
t

   ． 

解：（1）  
2

2 2 42
1

( ) e d e ( ) 2 e
u x u t u x

x
u

x t u x x
 

     
令

． 

（2）
 eln ln( ) d d
xa

x a

t tx t t
t t


    

    
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 eln ln ln ln e lnd d (e )
e

x xx x
xa a

t t x xt t x
t t x x

          
   ． 

公式推广：（1）
 ( )

( ( )d ) [ ( )] ( )
u x

a
f t t f u x u x  ； 

（2）
 ( )

( )
( )d [ ( )] ( ) [ ( )] ( )

v x

u x
f t t f v x v x f u x u x   ． 

例 4.17  计算

 

0
20

sin d
lim

x

x

t t

x


． 

解：

 

0
20

sin d
lim

x

x

t t

x

 0
0

 
 
 

0
20 0

( sin d ) sin 1lim lim
2 2( )

x

x x

t t x
xx 


  




． 

利用求导定理可以得到关于定积分计算的重要公式． 
定理 4.12（微积分基本定理）设 ( )f x 在 [ , ]a b ]上连续， ( )F x 是 ( )f x 的任一原函数，则

 

 
( )d ( ) ( )

b

a
f x x F b F a  ．该公式称为牛顿—莱布尼茨（Newton-Leibniz）公式，也叫微积分

基本公式． 

证明：由定理 4.12 知 ( )x  ( )d
x

a
f t t 也是 ( )f x 的一个原函数，  

0( ) ( )x F x C   ， 0C 为一常数，即 ( )x  0( )d ( )
x

a
f t t F x C  ， 

令 x a ，有 0( )d ( ) 0
a

a
f t t F a C   ， 0 ( )C F a   ， 

又令 x b ，得 ( )d
b

a
f x x  ( )d ( ) ( )

b

a
f t t F b F a  ． 

在计算中上述公式常采用下面的格式： 
 

 
( )d ( )

b b
aa

f x x F x 或  ( ) b
aF x ． 

4.3.3  公式应用举例 

牛顿—莱布尼茨公式是计算定积分的基本公式，应用的关键是找到一个原函数 ( )F x ，一

般可以用不定积分的方法寻求 ( )F x ． 

例 4.18  计算下列定积分： 

（1）
21

20

2 d
1

x x
x


 ；  （2）

e

1

1 ln dx x
x


 ；  （3）

2

1
2

0
e d

t

t t


 ； 

（4）
2

21

dx
x x ；   （5）

π 22
 0

sin dx x ；  （6）
2 
π
1 2 
π

1sin
dy y

y ； 

（7）
ln 2 2
0

e (1 e ) dx x x ； （8）
3

0
| 2 | dx x ； 

（9）
2

1
( )df x x

 ，其中
2 0( )

2 1 0.
x xf x
x x

 
 

， ，

，

≤    
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解：（1）
21

20

2 d
1

x x
x




21

20

1 1d
1
x x
x

 
 


1

20

11 d
1

x
x

     

 1
0

πarctan 1
4

x x    ． 

（2）
 e

 1

1 ln dx x
x




e
e 2
1

1

1 3(1 ln )d ln ln ln
2 2

x x x x        ． 

（3）
2

1
2

0
e d

t

t t



2 2 1

121
2 2 2

0
0

1e d e 1 e 1
2 e

   
         

 


t tt
． 

（4）
2

21

dx
x x

2 2

1 1

1 1 1d d
(1 ) 1
x x x x

x x x x
           

  2
1

4ln | | ln |1 | ln
3

x x    ． 

（5）
π 22

 0
sin dx x

π π π   
2 2 2

 0  0  0

1 cos 2 1 1d ( d cos 2 d2 )
2 2 2

x x x x x
      

π π
2 2

0 0

1 1 πsin 2
2 4 4
x x   ． 

（6）
2 
π
1 2 
π

1sin
dy y

y
2 
π
1 2 
π

1 1sin dy
y y

  
2

2 π
π
1 1
π π

1 1 1sin d cos 0 ( 1) 1
y y y

      ． 

（7）
ln 2 2
0

e (1 e ) dx x x
ln 2

ln 2 2 3
0

0

1 1(1 e ) d(1 e ) (1 e ) 6
3 3

x x x      ． 

（8）当 2x  时，有 | 2 | 2x x   ；当 2x≥ 时，有 | 2 | 2x x   ． 
3

0
| 2 | dx x 

2 3

0 2
(2 )d ( 2)dx x x x      

2 3
2 2

0 2

1 12 2
2 2

x x x x            
12
2

 ． 

（9）
2

1
( )df x x


0 2

1 0
( )d ( )df x x f x x


   

0 22
1 0

d (2 1)dx x x x


    

20
3 2

1 0

1 1( ) 6
3 3
x x x



    ． 

注意：（1）计算定积分的基本步骤是先用不定积分的方法求出 ( )F x ，再代入牛顿—莱布

尼茨公式求增量．（2）含绝对值的定积分和分段函数的定积分可利用定积分的可加性分区间

分段积分． 

习题 4.3 

1．利用定积分的几何意义填写下列定积分的值． 
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（1）
 

 
d

b

a
x x  ________； （2）

 2π

 0
sin dx x  ________； （3）

 2 2
 0

d
a
a x x  ________． 

2．填空题 

（1）
 

0

d sin d
d

x
t t

x
 ________；  （2）

2 

0

d sin d
d

x
t t

x
 ________； 

（3）
2 d sin d

d
x

x
t t

x
 ________；  （4）

 d sin d
d

b

a
x x

x
 ________． 

3．选择题 
（1）定积分是（    ）． 

A．一个常数  B． ( )f x 的一个原函数  

C．一个函数族  D．一个非负常数 
（2）若 ( ) ( )f x g x ，则（    ）（其中 ( )f x 、 ( )g x 均为连续函数）． 

A． ( ) ( )f x g x    B． ( )d ( )df x x g x x    

C．
  

 
( )d ( )d

b b

a a
f x x f t t   D．

  

  
( )d ( )d

b b

a a
f x x g x x   

（3）若 ( ) ( )f x g x  ，则（    ）（其中 ( )f x 、 ( )g x 均为连续函数）． 
A． ( ) ( )f x g x   B． ( ) ( )f x g x C   

C． ( )d ( )df x x g x x   D．
  

  
( )d ( )d

b b

a a
f x x g x x   

4．求下列定积分： 

（1）
 4

 1
( 1)dx x x ；    （2）

 1

 0 2

d

4

x

x
 ； 

（3）
 3

21

d
1
x
x ；      （4）

2 
π
1 2 
π

1 1sin dx
xx ； 

（5）
 2 2
 1

| 1| dx x


 ；     （6）
2 ln 2

0
e dxx x ； 

（7）
2 2 e

 

ln d
e

x x
x ；     （8）

 2

 0
( )df x x ，其中

2

1 1
( )

1.

x x
f x

x x

 


， ，

，

≤
 

4.4  定积分的计算 

与不定积分的基本积分方法相对应，定积分也有换元法和分部积分法，在不定积分中对

积分法的全面训练为定积分的计算奠定了必要的基础，读者在学习中应注意两者的比较． 

4.4.1  换元积分法  

定理 4.13  设 ( )f x 在[ , ]a b 上连续， ( )x t 满足下列条件： 
（1） ( )x t 在[ , ]  上有连续导数． 
（2） ( ) a   ， ( ) b   ，且当 t在[ , ]  上变化时， ( )x t 的值在[ , ]a b 上变化，则有

换元公式： ( )d [ ( )] ( )d
b

a
f x x f t t t




    ． 
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定积分换元法的计算步骤为： 
( ) d ( )d

( ) ( )
( )d [ ( )] ( )d ( ) |

x t x t tb

a a b
f x x f t t t F t

   
   

 
 

 
  

，

，
． 

注意：定理证明方法与不定积分的相应公式相类似，这里从略． 
定积分的换元法与不定积分相比较，不定积分换元后要回代，而定积分换元后不必回代，

但必须换限，并且原上限对新上限，原下限对新下限． 
例 4.19  计算下列定积分： 

（1）
4

0

d
1

x
x ；   （2）

0

3

1 d
4

x x
x


 ；   （3）

2 2
0

4 dx x ． 

解：（1）
4

0

d
1

x
x

2 22 2 2

0 0 04 2
0 0

d 1 1 12 d 2 1 d
1 1 1

x t x t

x t
x t

t t t t
t t t

 

 
 

            
，

，
，

 

 202 ln |1 | 2(2 ln 3)t t     ． 

（2）
 0

3

1 d
4

x x
x




2 2 24 4 2 22
1 10 2

3 1

4 1 3d( 4) 2 d
x t x t

x t
x t

t tt t t
t t

   

 
 

  
    

，

，
，

 

2
2 2 3
1

1

1 42 ( 3)d 2 3
3 3

t t t t         ． 

（3）
2 2
0

4 dx x
π π2sin   2 22 2

0  0π2
2

0 0

4 4sin d(2sin ) 4 cos d
x t

x t
x t

t t t t


 

 

   
，

，

 

π
π 2
2

 0
0

1 cos 2 14 d 2 sin 2 π
2 2

t t t t        ． 

例 4.20  设 ( )f x 在对称区间[ , ]a a 上连续，试证明： 
 

 
 0

 

2 ( )d                            
( )d

0

a
a

a

f x x
f x x



 



，

，
 

证明：
  0  

   0
( )d ( )d ( )d

a a

a a
f x x f x x f x x

 
    ， 

而
 0  0   

   0  0
( )d ( )d( ) ( )d ( )d

x t a a

a a
f x x f t t f t t f x x




          ． 

  

  0
( )d [ ( ) ( )]d

a a

a
f x x f x f x x


     ． 

当 ( )f x 为偶函数即 ( )f x  ( )f x 时，有： 
   

 0  0
( )d [ ( ) ( )]d 2 ( )d

a a a

a
f x x f x f x x f x x


      ． 

当 ( )f x 为奇函数即 ( )f x  ( )f x 时，有： 
  

  0
( )d [ ( ) ( )]d 0

a a

a
f x x f x f x x


     ． 

注意：本题的几何意义如图 4-11 和图 4-12 所示．此例给出了具有奇偶性的函数在对称区

间上积分的化简方法．以后可作为公式引用． 

当 f (x)为偶函数时， 

当 f (x)为奇函数时. 
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 图 4-11 图 4-12 

4.4.2  分部积分法  

与不定积分的分部积分法相对应，定积分的分部积分法可叙述为： 

定理 4.14  设 ( )u x 、 ( )v x 在[ , ]a b 上有连续导数，则有
  

  
d | d

b bb
aa a

u v uv v u   ． 

注意：定理证明与不定积分的分部积分公式证明类似，这里从略． 
其基本方法是运用分部积分公式把先积出来的那部分代限求值，余下的部分继续积分． 
例 4.21  求下列定积分： 

（1）
π 
2

 0
sin 2 dx x x ；      （2）

 ln 2

 0
e dxx x ； 

（3）
 2π 2
 0

cos dx x x ；      （4）
 3

 0
arctan dx x x ． 

解：（1）
π π π π  2 2 2 2
0  0 0  0

1 1sin 2 d d cos 2 cos 2 | cos 2 d2 2
x x x x x x x x x

           

π
2

0

1 ππ 1 sin 22 42 2
x

 
      

． 

（2）
ln 2 ln 2 ln 2ln 2

00 0 0
e d de e | e dx x x xx x x x x              

ln 2

0

1 1 1ln 2 e ln 2
2 2 2

x     ． 

（3）
 2π 2π  2π  2π2
 0 0  0  0

1 cos 2 1 1cos d d d dsin 2
2 2 2

xx x x x x x x x x      
      

2π 2π2 2π 2 22π
0 0

00

1 1 1 1π cos 2 πsin 2 | sin 2 d
2 2 4 4 2
x xx x x x          ． 

（4）
3 3 3 32 2 2

0 0 00

1 1arctan d arctan d arctan d arctan
2 2

x x x x x x x x x         

23 3

2 20 0

1 π π 1 13 d 1 d
2 3 2 21 1

x x x
x x

              
   

3
0

π 1 π 3 1 π 2 3[ arctan ] π
2 2 2 2 2 3 3 2

x x         ． 
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4.4.3  综合举例  

例 4.22  证明公式：
π 
2

 0
(sin )df x x 

π 
2

 0
(cos )df x x ． 

证明：

π
π 2 
2

 0 π0
2

π 0
2

(sin )d
x t

x t

x t

f x x
 

 

 


，

，

0
π
2

πsin ( d )
2

f t t       
   

π 
2

 0
(cos )df t t  =

π 
2

 0
(cos )df x x ． 

例 4.23  计算定积分
π
2
0

d
1 sin

xI
x


 ． 

解法 1（换元法）：令 2 2
2 2dtan  sin d

2 1 1
x t tt x x

t t
  

 
， ， ， 

且当 0x  时， 0t  ；当
π
2

x  时， 1t  ，于是有， 

1
 1  1

2 2 0  0
0

2d d 22 1
11 2 (1 )

t tI
tt t t

    
    ． 

解法 2（凑微分法）：
π 
2

2 0

d

sin cos
2 2

xI
x x

 
  
 


π 
2

2 0
2

d

tan 1 cos
2 2

x
x x  

 

  

π
2π 

2
2 0

0

22d tan
2 1

tan 1
2tan 1

2

x

x
x

   
  

 

 ． 

解法 3（利用例 4.22（1）中公式转换后再积分）： 
π

π π π   2
2 2 2

 0  0  0 2 0

d d d tan 1
1 sin 1 cos 22cos

2

x x x xI xx x
    

    ． 

π π π   3 22 2 2
π π π   
2 2 2

cos cos d cos (1 cos )d cos sin dx x x x x x x x x
  

       

π
π 1 3 2 
2 2 2
π π2

2

2(cos ) d cos cos 0
3

x x x




     ． 

习题 4.4 

1．用换元法求下列定积分： 
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（1）
 1

 1
d

5 4
x x
x  ；   （2）

 2

 0 2

1 d
4

x
x

 ；   （3）
 9

 4
d

1
x x
x  ； 

（4）
2 2

 1

1 dx x
x


 ；   （5）
 1 2 3
 0

(1 ) dx x ；   （6）
 1 3
 0

e dx x ； 

（7）
 e

 1

d
ln 1
x

x x  ；   （8） 2

1  0 2
( )

1  2 4

x x
f x

x x

 
 

， ，

， ；

≤ ≤

≤
求

 5

 3
( 2)df x x ． 

2．用分部积分法求下列定积分： 

（1）
π 
2

 0
( sin )dx x x x ；  （2）

 2
2

 0
e d

t

t t


 ；   （3）
 4

 1

ln dx x
x ； 

（4）
 3

 3
| arctan | dx x

 ；  （5）
 π 3 2
 π

sin dx x x
 ；  （6）

 e

 1
cos ln dx x ； 

（7）
π 
2

 0
e cos dx x x ． 

4.5  广义积分 

定积分是以有限区间与有界函数（特别是连续函数）为前提的，但在实际问题中，往往

需要突破这两个限制，这就是要我们把定积分概念从这两方面加以推广，从而形成广义积分（或

称反常积分），相对于反常积分，定积分也叫常义积分． 

4.5.1  无穷区间上的广义积分    

定义 4.5（无穷区间上的广义积分）设函数 ( )f x 在 [ , )a  上连续，取 b a ，称极限

lim ( )d
b

ab
f x x

  为 ( )f x 在[ , )a  上的广义积分，记为 

 

 
( )d

a
f x x




 

 
lim ( )d

b

ab
f x x

  ． 

若上述极限存在，则称广义积分
 

 
( )d

a
f x x



 收敛；若极限不存在，则称其是发散的． 

类似地，可定义 ( )f x 在 ( , ]b 上的广义积分为 
 

 
( )d

b
f x x


 lim ( )d

b

aa
f x x

  ． 

( )f x 在 ( , )  上的广义积分定义为 
 

 
( )df x x






 

 
( )d

c
f x x




 

 
( )d

c
f x x



 ． 

其中 c 为任意实数，当右端两个广义积分都收敛时，广义积分
 

 
( )df x x



 收敛，否则是

发散的． 
上述积分统称为无穷区间上的广义积分或无穷限的广义积分，简称为无穷积分． 

例 4.24  计算
 

 0
e dx x

  ． 
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解：
  

0 0 0
e d lim e d lim [ e ] lim ( e 1) 1

bx x x b b

b b b
x x

    

  
        ． 

注意：此时可称无穷积分
 

 0
e dx x

  收敛于 1． 

为了书写简便，实际计算中常常省去极限记号，而形式地把“”当成一个“数”，直接

利用牛顿—莱布尼茨公式进行计算，即 
 

 
( )d ( ) | ( ) ( )aa
f x x F x F F a

     ， 
 

 
( )d ( ) | ( ) ( )

b bf x x F x F b F
    ， 

 

 
( )d ( ) | ( ) ( )f x x F x F F

 


     ． 

其中 ( )F x 为 ( )f x 的原函数，记号 ( )F  应理解为极限运算，即： ( ) lim ( )
x

F F x


  ． 

例 4.25  计算下列无穷积分： 

（1）
 

2 2

1 d
ln

x
x x



 ；      （2）
 

2 

1 d
1

x
x



  ． 

解：（1）
  

2 2 2  2
2

1 1 1 1 1d d ln 0
ln ln 2 ln 2ln ln

x x
xx x x


          

   ． 

（2）
 

2 

1 π πd arctan | π
2 21

x x
x

 


         ． 

例 4.26  讨论
 

 

1 dpa
x

x


 的敛散性． 

解：当 1p  时，
 1

1 

1 1 1d
1 ( 1)

p
p pa

a

x x
px p a


 

  
  （收敛）； 

当 1p  时，
 1 dpa

x
x




 1 d [ln | |]aa
x x

x
    （发散）； 

当 1p  时，
 1
 

1 1d
1

p
pa

a

x x
px


    

 （发散）； 

综上，
 1
 

1 11 d ( 1)
        1

p
pa

p
x p a

x p

 
  



，

， ≤

 

注意：此题结论可作为公式引用． 

4.5.2  无界函数的广义积分   

如果 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有无穷间断点，则 ( )f x 在 [ , ]a b 上无界，此时的积分称为无界函

数的广义积分． 
定义 4.5（无界函数的广义积分）设 ( )f x 在 ( , ]a b 上连续，且 lim ( )

x a
f x


 （即 x a 为 ( )f x

的无穷间断点），取 0  ，称极限
 

 0
lim ( )d

b

a
f x x

    为 ( )f x 在[ , ]a b 上的广义积分，记为 

（收敛）， 

（发散）． 
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( )d

b

a
f x x 

 

 0
lim ( )d

b

a
f x x

    ． 

若该极限存在，则称广义积分
 

 
( )d

b

a
f x x 收敛；若极限不存在，则称其是发散的． 

类似地，当 x b 为 ( )f x 的无穷间断点，即 lim ( )
x b

f x


  时， ( )f x 在[ , )a b 上的广义积分

定义为：取 0  ，
 

 
( )d

b

a
f x x 

 

 0
lim ( )d

b

a
f x x



 



  ． 

当无穷间断点 x c 位于区间[ , ]a b 内部时，则定义广义积分
 

 
( )d

b

a
f x x 为： 

 

 
( )d

b

a
f x x

 

 
( )d

c

a
f x x 

 

 
( )d

b

c
f x x ． 

此时，当右端两个广义积分都收敛时，广义积分
 

 
( )d

b

a
f x x 才收敛，否则是发散的． 

上述广义积分统称为无界函数的广义积分． 
在上述无界函数的广义积分中无穷间断点也称为瑕点，因此无界函数的广义积分也可简

称为瑕积分，即此类广义积分是有瑕点的积分． 
类似于无穷区间上的广义积分，实际计算中也可以省去极限符号，即 

当下限 x a 是瑕点时：
 

 
( )d ( ) | ( ) ( )

b b
aa

f x x F x F a F b
   ， 

当上限 x b 是瑕点时：
 

 
( )d ( ) | ( ) ( )

b b
aa

f x x F x F a F b
    ． 

其中 ( )F x 为 ( )f x 的原函数，记号 ( )F a 与 ( )F b 应理解为极限运算，即 

( ) lim ( ) ( ) lim ( )
x a x b

F a F x F b F x
 

 

 
 ， ． 

例 4.27  计算
 

 0 2 2

da x

a x
 （ 0a  ）． 

解：瑕点 x a 为上限，于是
 

 0 2 2 0

d πarcsin
2

a
a x x

aa x



 


 ． 

例 4.28  讨论
2

20

d
( 1)

x
x  的收敛性． 

解：瑕点 1x  在[0,2]的内部，于是 

2

20

d
( 1)

x
x




1

20

d
( 1)

x
x




1 2
2

21
0 1

d 1 1
1 1( 1)

x
x xx





               （不存在），即
2

20

d
( 1)

x
x  发散． 

注意：瑕积分计算的关键在于识别瑕积分，即确定有无瑕点．此题若未注意到有瑕点，

而按定积分计算，则会出现如下错误：
2

2

20
0

d 1 2
1( 1)

x
xx

   
 ． 

例 4.29  讨论
1

0

d
q
x
x 的敛散性． 

解：瑕点 0x  为下限，于是当 1q  时，

1
1 1
0

0

d 1 1
1 1

q
q
x x

q qx 

  
  （收敛）， 
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当 1q  时，
1 1

00

d [ln | |]q
x x
x

   （发散）． 

当 1q  时，

1
1 1
0

0

d 1
1

q
q
x x

qx 

   
 （发散）． 

故，当 1q  时，积分
1

0

d
q
x
x 收敛；当 1q≥ 时，积分

 1

 0

d
q
x
x 发散． 

习题 4.5 

1．计算下列积分： 

（1）
 0

 
e dx x

 ；    （2）
 
2 2 
π

1 1sin dx
xx



 ；  （3）
 

 0
e sin dt t t

  ； 

（4）
 

2 

d
2 2
x

x x


   ；  （5）
 2

 1

d
ln
x

x x ；   （6）
 e

 1 2

d

1 ln

x

x x
 ． 

2．证明广义积分
 

 2

d
(ln )k
x

x x


 ，当 1k  时收敛；当 1k≤ 时发散． 

4.6  积分的应用举例 

定积分是一种实用性很强的数学方法，在科学技术问题中有着广泛的应用，本节重点介

绍它在几何、物理、经济、电学方面的应用． 

4.6.1  几何应用  

利用微元法不难得到平面图形面积计算公式： 
X型区域（以 x为积分变量，竖直矩形窄条的面积为微元，如图 4-13 和图 4-14 所示）： 

   
 图 4-13 图 4-14 

（1） ( )d
b

a
A f x x  （图 4-13）；（2） [ ( ) ( )]d

b

a
A f x g x x  （图 4-14）． 

Y型区域（以 y为积分变量，水平矩形窄条的面积为微元，如图 4-15 和图 4-16 所示）： 



第 4 章  函数的积分 81

   
 图 4-15 图 4-16 

（1）
 

 
( )d

d

c
A y y  （图 4-15）；（2）

 

 
[ ( ) ( )]d

d

c
A y y y   （图 4-16）． 

下面举例说明公式的应用． 
例 4.30  求由两曲线 2y x 和 2x y 所围成的图形的面积． 

 
图 4-17 

解法 1：画图形定交点（如图 4-17 所示），以 x为积分变量， [0,1]x ，于是所求面积为： 
131 2 32

0
0

12 1( )d
33 3

A x x x x x
 

    
 

 ． 

解法 2：此题也可以 y为积分变量，仍有 [0,1]y ，
1 2
0

1( )d
3

A y y y   ． 

求平面图形面积的基本步骤如下： 
（1）画图形，求交点． 
（2）确定区域类型，从而确定积分变量、积分区间及被积函数． 
（3）代入相应公式计算定积分． 
例 4.31  求由抛物线 2 2y x 与直线 4y x  所围成的图形的面积． 

解：作图如图 4-18 所示，解方程组
2 2

4
y x
y x

 


 
得交点： (2, 2) 和 (8,4) ，取 y为积分变量，

]4,2[y ，于是所求图形面积为： 
4

 4 2 2 3
 2

2

1 1 14 ( 4) d 4 18
2 2 6

A y y y y y y




                ． 

注意：若以 x为积分变量，则要分割成两个区域，计算较复杂． 



高等应用数学基础 82 

例 4.32  求椭圆
cos
sin

x a
y b





 

（ 0 2π≤ ≤ ）的面积，如图 4-19 所示． 

   
 图 4-18 图 4-19 

解：由对称性可得，
π  0  22π 0   0

2
4 d 4 sin d cos 4 sin d

a
A y x b a ab          

π
π 2
2

 0
0

1 cos2 14 d 2 sin 2 π
2 2

ab ab ab           ． 

特别地，当a b R  时，有圆的面积公式： 2πA R ． 
曲边梯形的曲边为参数方程时，其面积计算法是：在上述面积公式的基础上采用定积分

的换元法，特别要注意换元换限． 

一般地，当曲边梯形的曲边由参数方程
( )
( )

x x t
y y t


 
（ t ≤ ≤ ）给出时，则曲边梯形面积

计算公式为：
 

 
( ) ( )dA y t x t t




  ，其中 与  分别是曲边的左、右端点所对应的参数值．  

有些图形用极坐标计算面积比较方便．下面用微元法推导在极坐标下“曲边扇形”的面

积计算公式： 21 ( ) d
2

A r



   ． 

所谓“曲边扇形”是指由曲线 2 ( )r r  及两条射线  和  所围成的图形，如图 4-20

所示． 

 
图 4-20 

推导：取 为积分变量， [ , ]   ，又在该区间上任取子区间[ , d ]   ，则可取该子区

间上对应的小曲边扇形面积的近似值为一个圆边扇形的面积，即 21d ( )d
2

A r   ，将 dA在
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[ , ]  上积分可得所求曲边扇形的面积为
 2
 

1 ( )d
2

A r



   ． 

例 4.33  计算双纽线 2 2 cos2r a  （ 0a  ）所围成的图形面积，如图 4-21 所示． 

 
图 4-21 

解：由对称性得： 4A  A 阴且对应于阴影部分：
π0,
4

    
 ，于是所求面积为： 

ππ 2 2 244
0 0

14 cos2 d sin 2 |
2

   A a a a   ． 

下面用微元法推导 x-型区域绕 x 轴旋转形成的旋转体（如图 4-22 所示）的体积公式：

2π ( )d
a

x b
V f x x  ． 

 
图 4-22 

推导：以 x为积分变量， [ , ]x a b ，任取子区间[ , d ]x x x 得体积微元： 
2 2d π d π ( )dV y x f x x  ． 

将 dV 在[ , ]a b 上积分得所求旋转体的体积： 2π ( )d
a

x b
V f x x  ． 

公式推广： 2 2π [ ( ) ( )]d
a

x b
V f x g x x  （如图 4-14 所示） 

类似地，y型区域绕 y轴旋转形成的旋转体的体积公式： 2π ( )d
d

y c
V y y  （如图 4-15

所示） 

公式推广：
 2 2
 

π [ ( ) ( )]d
d

y c
V y y y   （如图 4-16 所示）． 

例 4.34  求椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

  （ 0a b ， ）绕 x轴旋转形成的旋转椭球体的体积． 



高等应用数学基础 84 

解：由
2 2

2 2 1x y
a b

  得：
2

2 2
21 xy b
a

 
  

 
． 

2 2  2 2 2
2 2  0

2
2 3 2

2
0

π 1 d 2π ( )d

1 42π π .
3 3

a a
x a

a

x bV b x a x x
a a

b a x x ab
a



 
     

 

      

 
 

类似地，绕 y轴旋转形成的立体（如图 4-23 所示）的体积： 24 π
3yV a b ． 

 
图 4-23 

特别地，当 a b R  时得球的体积： 34 π
3

V R球 ． 

注意：在求旋转体的体积时，如果旋转过程中，有重合的部分不能重复计算．如在上例

中，上、下两半椭圆旋转时就是重合的，因此只能计算一半图形旋转时的体积． 
例 4.35  求抛物线 2y x 与直线 2y x  围成的图形的面积及其分别绕两坐标轴旋转形

成的立体的体积，如图 4-24 所示． 

 
图 4-24 

解：解方程组
2

2
y x
y x

 


 
得交点：( 1 ,1) 和 (2 , 4) ，以 x为积分变量， [ 1 , 2]x  ，于是所

求面积为： 
2

 2 2 2 3
 1

1

1 1 9[( 2) ]d 2
2 3 2

A x x x x x x




          ． 

当图形绕 x轴旋转时，形成的立体的体积为： 
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2
2 2 2 2 3 5
1

1

1 1 72π [( 2) ( ) ]d π ( 2) π
3 5 5xV x x x x x




          ． 

当图形绕 y 轴旋转时形成的立体可以看成由抛物线旋转形成的立体体积与一个三角形旋

转形成的圆锥的体积之差．于是该立体的体积为： 

yV V 抛V 锥

4
 4 2 2
 0

0

1 1 8 16π d π 2 (4 2) π π π
3 2 3 3

y y y          ． 

例 4.36  求由抛物线 2 2y x  与直线 0x  、 1x  、 0y  所围成的平面图形（如图 4-25

所示）分别绕两坐标轴旋转而成的立体的体积． 

 
图 4-25 

解：
 2
 

π ( )d
a

x b
V f x x 

 1 2 2
 0

π ( 2) dx x   
1

1 4 2 5 3
0

0

1 4 83π ( 4 4)d π 4 π
5 3 15

x x x x x x          ． 

yV V 柱V 抛
2 2π π ( )d

d

c
R h y y     

3
32 2
2

2

1π 1 3 π ( 2)d 3π π 2
2

y y y y            

1 53π π π
2 2

   ． 

下面利用微元法推导平面曲线 ( )y f x （假定其导数连续）从 x a 到 x b 的一段弧长 s

（如图 4-26 所示）的计算公式： 21 d
b

a
s y x  ． 

 
图 4-26 

推导：以 x为积分变量， [ , ]x a b ，在[ , ]a b 内任取子区间[ , d ]x x x 得弧长微元： 
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2
2 2 2dd (d ) (d ) 1 d 1 d

d
ys x y x y x
x

        
 

． 

将 ds在[ , ]a b 上积分得所求曲线的弧长： 21 d
b

a
s y x  ． 

注意：由于弧长公式中被积函数较复杂，所以代公式前，通常将 ds部分充分化简后再积分． 
例 4.37  两根电线杆之间的电线，由于自身重量而下垂成曲线，这一曲线称为悬链线，

已知悬链线方程为 (e e )
2

x x
a aay


  （ 0a  ），求从 x a  到 x a 这一段的弧长（如图 4-27

所示）． 

 
图 4-27 

解： 2d 1 d s y x 21 11 (e e ) d (e e )d
4 2

x x x x
a a a ax x

 
     ． 

  2
  

11 d (e e )d
2



 
     

x x
a a

a a
a a

s y x x  

  
 1

0 0
(e e )d [e e ] (e e )

         
 

x x x x
a aa a a axa a a

a
． 

若曲线由参数方程
( )
( )


 

x x t
y y t

（ t ≤ ≤ ）给出，则弧长微元为： 

2 2 2 2d (d ) (d ) dt ts x y x y t     ，于是所求弧长为： 2 2 d   t ts x y t



． 

例 4.38  求摆线
( sin )
(1 cos )

 
  

x a t t
y a t

（ 0 2πt≤ ≤ ）一拱的弧长（ 0a  ）． 

解： 2 2 2 2 2 2d d (1 cos ) sin d 2(1 cos )dt ts x y t a t a t t a t t         

2 sin d
2
ta t ． 

2π
2π

0
0

2 sin d 4 cos 8
2 2

    
t ts a t a a． 

4.6.2  物理应用 

例 4.39  试在等温条件下，计算气体在容积由 1V 膨胀至 2V 时气体膨胀力所做的功（设气
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体是符合玻－马定律的理想气体，气体容积为 1V 时，汽缸内压强为 1p ），如图 4-28 所示． 

 
图 4-28   

解：设汽缸的截面圆面积为 A，它就是活塞的面积． 
在空气膨胀的过程中，活塞运动到 x处，汽缸内气体压强为 p，气体作用在活塞底面上的

正压力即膨胀力为F pA ． 
设此时空气体积为 V，则在等温条件下，理想气体的状态方程为 pV C ，其中 C是一个

常数，注意到圆柱体的高为 x，底面积为 A，所以体积为V xA ． 

综合这些关系式，有 ( ) V CF x pA p
x x

   ，这就是膨胀力，当活塞在膨胀力作用下由 x运

动到 dx x 时，微元功为d ( )d dCW F x x x
x

  ，所以所求膨胀功为 

2

1

2

1
d ln

x

x

xCW x C
x x

  ，由于 1 1 2 2C pV p V  及 2 2 1

1 1 2

x V p
x V p

  ，所以结果为 

2 1
1 1 1 1

1 2
ln ln
V pW pV p V
V p

  ． 

例 4.40  一条长为1.2m，质量为 2.4kg 的匀质链条，其中有 0.4m 在桌面上呈垂直于桌

子边缘的直线状态，另有 0.8m 垂于桌面下方，设桌面与链条之间的摩擦系数为 0.4  ，现

在要将该链条沿桌面上原水平直线方向全部拉上桌面呈直线状，试问需要做多少功（如图

4-29 所示）？ 

 
图 4-29   

解：先求出链条的线密度 
2.4 2
1.2

   （ kg/m ） 
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再以桌面边缘为坐标原点，拉动方向为 x轴正向，建立坐标如图 4-29 所示． 
据题意可知，只要拉动 0.8m，即把链条在桌面上的一个端点从 0.4x  拉到 1.2x  处，即

可把全部链条呈水平直线状拉上桌面． 
( , d ) (0.4,1.2)x x x   ，当端点移动到 x处时，需要施加的力 F有两个部分： 

（1）克服摩擦力部分 1 (( ) ) 7.848F x g x   ； 
（2）克服重力部分 2 (1.2 ) 23.544 19.62F x g x    ， 
所以有 1 2 23.544 11.772F F F x    ． 
从而对应于位移区间 ( , d )x x x 上的微元功为d d (23.544 11.772 )dW F x x x   ． 

所以，要将链条全部拉上桌面需要做的功为 
 1.2

 0.4
(23.544 11.772 )d 11.3W x x   （ J） 

例 4.41  有一个半径为 2mR  的半球形水池，其中盛满了水，求：将水全部从上口抽尽，

需要做的功（如图 4-30 所示）． 

 
图 4-30  

解：以球心为坐标原点，铅直向下为 x轴正向，建立坐标轴如图 4-30 所示． 
( , d ) (0,2)x x x   对应于该小区间的体积元素为 

2 2 2d π( )d π(4 )dV R x x x x    ，质量元素和重力元素分别为 
2d d π(4 )dm V x x    ， 2d d π (4 )dF g m g x x   ． 

抽出这一层水所作的位移为 x，所以对应的微元功为 2d d π (4 )dW x F gx x x   ． 

要将池中的水全部抽尽，需要做的功为
 2 2
 0

π (4 )d 123.276W g x x x   （kJ）． 

例 4.42  容器侧壁上有一个宽为5cm，高为 2cm 的矩形小孔，孔的上缘在水面下30cm ，

求此时从小孔中流出水的流量（单位时间内流出的水的体积）．根据水力学定律可知，从水面

下深为 cmh 处的小孔内流出的水的速度为 2v gh ． 

解：以小孔上缘某点为坐标原点 O，铅直向下为 x轴，建立坐标轴如图 4-31 所示，在小

孔上任取一水平窄缝，即 ( , d ) (0,2)x x x   ，由于该窄缝距水面深度为 30h x  ，所以水从

窄缝中流出速度为 2 (30 )v g x  ，而该窄缝的面积为 d 5dA x ，于是得到流量微元为

d dv A    5 2 (30 )dg x x ，从而得到水从矩形小孔中流出的流量为 
 2

 0
5 2 (30 )d 2466g x x    （ 3cm /s ） 
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图 4-31   

例 4.43 （击水泥桩入泥土中的做功问题）汽锤击圆柱形的水泥桩进入水中，设每次撞击

汽锤所做的功相等，假定桩在泥土中前进时所受之阻力与水泥桩与泥土的接触面积成正比，即

与水泥桩已经进入泥土中的深度成正比．已知汽锤第一次撞击，将水泥桩击入泥土中深度为

1m ，问第二次又能将水泥桩再击入多深？ 
解：因为水泥桩进入到泥土中的深度为 x时，所遇到的阻力为 ( )F x x ． 

水泥桩在泥土中的深度由 x变为 dx x 时，进程中的微元功为 

d ( )d dW F x x x x  ，所以有
 1

1  0
dW x x  ，

 1
2  1

d
h

W x x


  ．    

由 1 2W W ，即 2(1 ) 1
2 2

h      ，可解得 2 2 1h    ，即第二次撞击时又可将水泥

桩再击入 2 2 1   （m）． 

例 4.44  已知 1N 的力能使某弹簧拉长 1cm，求使弹簧拉长 5cm 拉力所做的功． 
解：取弹簧的平衡点作为原点建立坐标系．由胡克定律知，在弹性限度内拉长弹簧所需

的力 F与拉长长度 x成正比，即 
F kx ． 

其中 k为劲度系数．已知拉长 1cm 0.01mx   需要力 1NF  ，于是 100N/mk  ，即 100F x ． 
在区间 0,0.05 中任一小区间 , dx x x 上拉力所做的功即微元功为： 

d d 100 dW F x x x  ． 
于是拉力使弹簧拉长5cm 0.05m 所做的功为： 

 
0.05 0.05

2
 0 0

100 d 0.12550W x x x   （J） 

例 4.45  一质点做直线运动的方程为 3x t ，其中 x是位移， t是时间，已知运动过程中

介质的阻力与运动速度成正比，求质点从 0x  移动到 8x  时，外力克服阻力做的功． 

解：质点的运动速度为 2d 3
d
xv t
t

  ． 

依题意，介质阻力 23F kt ，其中 k为比例系数，取 x为积分变量，它的变化区间为[0,8]，
功 的 微 元 为 2 2 2 4d ( )d 3 d 3 3 d 9 dW F x x kt x kt t t kt t     ， 于 是 外 力 克 服 阻 力 做 功 为

 2  2 4 5 2
0 0  0

9 288( )d 9 d
5 5
k kW F x x k t t t     ． 

例 4.46  设有一形状为等腰梯形的闸门铅直竖立于水中，其上底为 8m，下底为 4m，高
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为 6m，闸门顶齐水面，如图 4-32 所示．求水对闸门的压力． 

 
图 4-32  

解：（1）选取积分变量为 x，确定积分区间为[0,6]． 
（2）在区间[0,6]上，任取一个微小区间[ , d ]x x x 与它对应的小薄片面积近似等于长为

12 2 4
3

y x    
 

、宽为 dx的小矩形面积，这个小矩形一侧所受的压力微元为 d 2 dF gx y x   

32 9.8 10 4 d
3
x x x    

 
． 

（3）取定积分可得闸门所受的压力为： 
2 63 5

 0
2 9.8 10 4 d 9.02 10

3
xF x x

 
      

 
 （N） 

例 4.47  匀质细杆，长为 L，质量为 m，求绕距其一端为 a，垂直于杆的轴的转动惯量，

如图 4-33 所示． 

 
图 4-33  

解：建立坐标系，在距离 O 为 x 处选一长度为 dx 的微元，其密度为 /m L  ，

d d d /m x m x L  ，此微元的转动惯量： 2d dmJ x x
L

 ． 

 2 3 2 2
 

d ( 3 3 )
3 3

L a L a
aa

m m mJ x x x L La a
L L

 


     ． 

4.6.3  经济应用 

1．由边际函数求原函数 

（1）已知某产品总产量 Q 的变化率为
d ( )
d
Q f t
t
 ，则该产品在时间 t 区间[ , ]a b 内的总

产量为
 

 
( )d

b

a
Q f t t  ． 
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（2）已知某产品的总成本 ( )TC Q 的边际成本为
d ( )

( )
d
T

M
C Q C Q
Q

 ，则该产品从产量 a到产

量 b的总成本为
 

 
( ) ( )d

b
T Ma
C Q C Q Q  ． 

（3）已知某产品的总收益 ( )TR Q 的边际收益为
d ( )

( )
d
T

M
R Q R Q
Q

 ，则销售 N个单位时的总

收益为
 

 0
( ) ( )d

N
T MR Q R Q Q  ． 

例 4.48  已知某商品边际收入为 0.08 25x  （万元/t），边际成本为 5（万元/t），求产量 x
从 250t 增加到 300t 时的销售收入 ( )R x 、总成本 ( )C x 、利润 ( )L x 的改变量（增量）． 

解：首先求边际利润： 
( ) ( ) ( ) 0.08 25 5 0.08 20L x R x C x x x           ． 

所以根据式（1）、式（2）、式（3），依次求出： 
 300

 250
(300) (250) ( )d 150R R R x x   （万元）； 

 300

 250
(300) (250) ( )d 250C C C x x   （万元）； 

 300  300

 250  250
(300) (250) ( )d ( 0.08 20)d 100L L L x x x x        （万元）． 

例 4.49  某银行的利息连续计算，利息率是时间 t（单位：年）的函数： 
( ) 0.08 0.015r t t  ． 

求它在开始 2 年，即时间间隔 0,2 内的平均利息率． 

解：由于 
 2  2

 0  0
( )d (0.08 0.015 )d 0.16 0.02 2r t t t t     ． 

所以开始 2 年的平均利息率为 
 2

 0
( )d

0.08 0.01 2 0.094
2 0

r t t
r    




． 

例 4.50  某公司运行 t（年）所获利润为 ( )L t （元），利润的年变化率为 5( ) 3 10 1L t t   
（元/年），求利润从第 4 年初到第 8 年末，即时间间隔[3,8]内的年平均变化率． 

解：由于 
 8  8 5 6
 3  3

( )d 3 10 1d 3.8 10L t t t t       ． 

所以从第 4 年初到第 8 年末，利润的年平均变化率为 
 8

5 3
( )d

7.6 10
8 3

L t t
 




（元/年）． 

即在这 5 年内公司平均每年获利 57.6 10 元． 
例 4.51  已知某产品总产量的变化率为 

2d 340 12
d 2
Q t t
t
   （单位/天）． 

求从第 2 天到第 10 天产品的总产量． 
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解：所求的总产量为
 10  10 2
 2  2

d 3d 40 12 d 400
d 2
QQ t t t t
t

       
   （单位）． 

2．资本现值和投资问题 
设在时间区间[0, ]T 内 t时刻的单位时间收入为 ( )f t （收入率），若按年利率为 r的连续复

利计算，则在时间区间[ , d ]t t t 内的收入现值为 ( )e drtf t t ，则总收入现值为 
 

 0
( )e d

T rty f t t  ． 

若收入率 ( )f t a （常数），称为均匀收入率，若年利率 r也为常数，则总收入现值为 

 

 0
0

1( )e d e (1 e )
T

T rt rt rTay f t t a
r r

  
     ． 

例 4.52  某工程总投资在竣工时的贴现值为 1000 万元，竣工后的年收入预计为 200万元，

年利息率为 0.08，求该工程的投资回收期． 
解：这里 1000A  ， 200a  ， 0.08r  ，则该工程竣工后 T年内收入的总贴现值为 

 0.08 0.08 0.08
0 0

200200e d e 2500(1 e )
0.08

T t t T Tt    
 ， 

令 0.082500(1 e ) 1000T  ，即得该工程回收期为 
1 1000 1ln 1 ln 0.6 6.39

0.08 2500 0.08
T        

 
（年）． 

4.6.4  电学应用 

1．消耗在电阻 R上的功 
由电工学知道，经过时间 t，直流电流 I消耗在电阻 R上的功为 2W I Rt ．对于交流电来

说，电流强度 ( )i i t 是一个随时间变化的量，因此功的计算要用到定积分． 

交流电的电流强度虽然是变化的，但在很短的时间间隔内，可以近似地看做是不变的（即

把交流电近似看做直流电），因而就可以求得在dt 时间内功的微元 2d ( )dW Ri t t ，于是在一个

周期[0, ]T 内消耗在电阻 R上的功W为 
 2
 0

( )d
T

W Ri t t  ． 

2．交流电的平均功率 

在直流电路中，单位时间消耗在电阻 R上的功叫做电功率，即 2 
WP I R
t

． 

由于交流电是变化的，故在实际应用中常采用平均功率的概念，即 
WP
T

．其中 W为一

个周期内消耗在电阻 R上的功，T为交流电变化一周所需的时间，即周期．由前面的讨论可知，
 2
 0

( )d
T

W Ri t t  ．故平均功率为
 2
 0

1 ( )d
T

P Ri t t
T

  ． 

例 4.52  设交流电 ( ) sinmi t I t ，其中 mI 是最大电流强度，为角频率，而周期
2πT


 ，

求交流电的平均功率． 
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解：
 2
 0

1 ( )d
T

P Ri t t
T

 
2π 2 2

 0

1 sin d
2π mRI t t 



 
2π2  2

 0
sin d

2π
mRI t t


   

2π2  

 0

1 cos 2 d
2π 2
mRI t t

 
 

2 2π

0

sin 2
4π 2

mRI tt


 


   
 

2

2
mRI

 ． 

3．交流电电流和电压的有效值 
由于交流电是随时间变化的，在计算时颇多不便，因此在电工学中常常使用有效值这个

概念．当交流电 ( )i t 在一个周期内消耗在电阻 R上的平均功率等于直流电流 I消耗在电阻 R上

的功率时，这个直流电流的数值 I就叫做交流电的有效值． 
由于直流电流 I消耗在 R上的功率为 2I R，而交流电在一个周期内消耗在电阻 R上的平均

功率为
 2
 0

1 ( )d
T
Ri t t

T  ．因此有 2I R 
 2
 0

1 ( )d
T
Ri t t

T  ．从而有 

 2
 0

1 ( )d
T

I Ri t t
T

  ． 

同样计算可得电压的有效值为 
 2
 0

1 ( )d
T

U u t t
T

  ． 

例 4.53  求交流电压 ( ) sinmu t U t （其中 mI 是最大电流强度，为角频率）经过半波

整流后在一个周期内电压的平均值和有效值，如图 4-34 所示． 

 
图 4-34 

解：交流电压经过半波整流后，其表达式为

πsin 0
( )

π 2π0 .

mU t t
u t

t




 


 
 


， ，

，

≤ ≤

≤

   

由函数的平均值公式
 

 

1 ( )d
b

a
y f x x

b a


  得电压平均值： 

2ππ   
π 0  

1 sin d 0d
2π 0

mU U t t t







 
  

  
   

          

π
π 

 0
0

1sin d cos
2π 2π

m mU Ut t t



 

 


    
   

   ( 1 1) 0.318
2π π
m m

m
U U U    ＝ ． 
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电压有效值
 2
 0

1 ( )d
T

U u t t
T

 
2ππ 2 2
π 0

1 sin d 0d
2π mU t t t







 
  

  
   

π π2 2  2
 0  0

1 cos 2sin d d
2π 2π 2
m mU U tt t t 

  



    

π
2

0

sin 2
4π 2

mU tt
 


   
 

2 π
4π 2

m mU U


   ． 

习题 4.6 

1．求下列曲线所围成的平面图形的面积： 
（1）抛物线 2x y 与直线 y x ；    

（2）两抛物线 2y x 和 2( 2)y x  与 x轴； 
（3）三直线 y x 、 2y x 及 2y  ；   
（4）双曲线 1xy  与直线 y x 及 2x  ； 
（5）心形线 (1 cos )r a   ；     

（6）三叶玫瑰线 sin3r a  ； 

（7）摆线的一拱
( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
 

  
（ 0 2πt≤ ≤ ）与 x轴． 

2．求下列曲线所围成的平面图形分别绕两坐标轴旋转而成的旋转体的体积： 
（1） 2y x 与 1y  ；     （2） 3y x 与 2x  、 0y  ． 

3．计算曲线 2 3y x 上相应于0 1x≤ ≤ 的一段弧长． 

4．求星形线
3

3

cos

sin

x a t

y a t

 



的全长． 

5．设生产某商品的固定成本是 20 元，边际成本函数 ( ) 0.4 2C q q   （元/单位），求总成

本函数 ( )C q ．如果该商品的销售单价为 22 元且产品可以全部卖出，问每天的产量为多少个单

位时可使利润达到最大？最大利润是多少？ 
6．现对某企业给予一笔投资 A，经测算该企业在 T年中可按每年 a元的均匀收入率获得

收入，如年利润为 r，试求：（1）该投资的纯收入贴现值；（2）收回该笔投资的时间为多少？  

4.7  常微分方程初步 

在许多实际问题中经常要研究变量之间的函数关系，但往往不能直接得到所需函数关系

式，而只能得到含有未知函数的导数或微分的关系式，即微分方程．因此需要从这样的方程中

解出所需函数，即求解微分方程． 
下面首先介绍微分方程的基本概念，然后重点讲解利用积分求解一些常见类型的微分方程． 
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4.7.1  常微分方程的基本概念 

先看两个实例． 
实例 1  求过点 (3,1) 且在其上任意点 x处斜率都为 2x 的曲线方程． 

解：由题给条件得
2

3

1
| 1 2x

y x
y 

  







（）

（ ）
，将（1）式两边积分： 2 31d

3
y x x x C   ． 

又将（2）式代入得： 311 3
3

C   ，即 8C   ．  

于是所求曲线方程为： 31 8
3

y x  ． 

实例 2  已知物体的初始速度为 0v ，加速度为 ( )a t g  ，求物体的运动方程 ( )s s t ． 

解：由已知得 0 0

0

1
| 2
| 0 3
t

t

s g
s v
s





  
  
 





（）

（ ）

（）

，将（1）式两边积分： 1ds g t gt C      ． 

上式两边再积分： 2
1 1 2

1( )d
2

s gt C t gt C t C       ． 

将（2）、（3）两式代入得： 0 1 0|ts C v   ， 0 2| 0ts C   ，故所求物体的运动方程为：

2
0

1
2

s v t gt  （此为上抛运动的方程）． 

在上述两个实例中，我们建立的方程 2y x  与 s g   都含有未知函数的导数，这样的方

程称为微分方程． 
一般地，含有未知函数的导数或微分的方程称为微分方程．如果未知函数是一元函数，

则又称为常微分方程，微分方程中所含未知函数导数的最高阶数称为微分方程的阶．如 2y x 
是一阶微分方程， s g   是二阶微分方程． 

一般地，n阶微分方程可表示为： ( )( , , , , , ) 0nf x y y y y   ． 

实例 1 中 3
1

1
3

y x C  （含有一个任意常数）是微分方程 2y x  的通解， 31 8
3

y x  是方

程的特解．用来确定通解中任意常数C的条件 3| 1ty   称为初始条件．该问题称为一阶微分方

程的初值问题． 

实例 2 中 2
1 2

1
2

s gt C t C    （含有两个任意常数）是微分方程 s g   的通解，

2
0

1
2

s v t gt  是方程的特解．用来确定 1C 和 2C 的条件
0 0

0

|
| 0
t

t

s v
s





 
 

称为初始条件．该问题称为

二阶微分方程的初值问题． 
一般地，如果将函数代入微分方程后能使方程成为恒等式，这个函数称为微分方程的解． 
微分方程的解有两种形式：一种含有任意常数，且独立的任意常数的个数与方程的阶数

相同，称这样的解为微分方程的通解；另一种不含任意常数，称为微分方程的特解． 
确定通解中任意常数的条件，称为初始条件． 
对给定初始条件下的特解问题称为初值问题．在科学技术及生产实际中初值问题有着广
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泛的应用． 

通常，一阶微分方程的初值问题为：
0 0

( , )
| .x x

y f x y
y y

 
 

，
 

二阶微分方程的初值问题为：
0 00 0

( , , )
| , | .x x x x

y f x y y
y y y y 

 
   

，
 

初值问题的解法：先求通解，再代入初始条件确定任意常数可得特解． 

4.7.2  可分离变量的微分方程 

定义 4.6  形如
d ( ) ( )
d
y f x g y
x
 的方程，称为可分离变量的微分方程． 

如前面的两个实例就是这类方程，通常用两边积分的方法求解． 
该方程的特点是：等式右边可以分解成两个函数的乘积，其中一个只是 x的函数，另一个

只是 y 的函数．因此，可将该方程化为等式一边只含变量 x 而另一边只含变量 y 的形式，即

d ( )d
( )
y f x x

g y
 ，其中 ( ) 0g y  ，对于上式两边积分得

d ( )d
( )

 
y f x x

g y
，由于不定积分包含有

一个任意常数C，因此，这样求出的解就是方程的通解，这种解法称为分离变量法． 
可分离变量微分方程的解法：（1）分离变量；（2）两边积分． 
注意：有时可分离变量的微分方程也可以表述为如下形式： 

( ) ( )d ( ) ( )d 0P x Q y x M x N y y  ． 

此时，分离变量：
( ) ( )d d
( ) ( )

N y P xy x
Q y M x

  ，再两边积分：
( ) ( )d d
( ) ( )

N y P xy x
Q y M x

   可得通解． 

例 4.39  求微分方程 2
2

1
xyy
x

 


的通解． 

解：方程变形为 2
d 2
d 1
y xy
x x



，分离变量 2

d 2 d
1

y x x
y x



． 

两边积分 2
2 2

d 2 1d d(1 )
1 1

y x x x
y x x
  

    ． 

所以 2ln | | ln |1 | ln | |y x C   ． 
化简得通解 2(1 )y C x  （C为任意常数）． 

注意：（1）用分离变量法求出的通常是隐式通解，一般能化简的就尽可能化简． 
（2）在用对数函数表示通解时，任意常数往往也处理成对数形式，为简明起见通解通常

不用绝对值形式表达，在本题中可表述为： 2ln ln(1 ) lny x C   ，化简后，仍有 2(1 )y C x  ，

其中C仍应理解为任意常数．此种情形以后不再说明． 

例 4.40  求初值问题

e

lncos

π|
2x

xy y
x

y 

  

 


，
的特解． 

解：方程变形为
d lncos
d
y xy
x x
 ，分离变量

lncos d dxy y x
x

 ． 
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两边积分
lncos d d ln d lnxy y x x x
x

    ，所以 21 1sin ln
2 2

y x C  ． 

化简得通解 22sin lny x C  （C为任意常数）． 

又 e
π|
2xy   ，所以 1C  ，故所求特解为 22sin ln 1y x  ． 

4.7.3  一阶线性微分方程 

定义 4.7  形如
d ( ) ( )
d
y P x y Q x
x
  的方程，称为一阶线性微分方程． 

当 ( ) 0Q x  时，有
d ( ) 0
d
y P x y
x
  ，称为一阶齐次线性微分方程；当 ( ) 0Q x  时，称为一

阶非齐次线性微分方程． 

先利用分离变量法求一阶齐次线性微分方程的通解．即将
d ( ) 0
d
y P x y
x
  分离变量：

d ( )dy P x x
y
  ，再两边积分： ln | | ( )dy P x x  ，化简得通解

( )de P x xy C  ． 

再求一阶非齐次线性微分方程的通解．即显然当C为常数时
( )de P x xy C  不是一阶非齐次

线性微分方程的通解．令 ( )C C x ，即设
( )d( )e P x xy C x  是一阶非齐次线性微分方程的解，求

导得：
( )d ( )d( )e ( )e [ ( )]P x x P x xy C x C x P x       ，将上式代入非齐次方程中：

( )d( )e P x xC x    

( )Q x ，即
( )d( ) ( )e P x xC x Q x   ，两边积分得通解

( )d( )d( )e d e P x xP x xy Q x x C      ． 

上述解法称为变易常数法． 
例 4.41  求微分方程 5( 1) 2 ( 1)x y y x    的通解． 
解：题给微分方程是一阶非齐次线性微分方程，对应齐次方程为： 

( 1) 2 0x y y   ，即
d( 1) 2
d
yx y
x

  ． 

分离变量：
d 2 d

1
y x
y x



，两边积分：

d 2 d
1

y x
y x


  ． 

得对应齐次方程的通解 ln 2ln( 1) lny x C   ，即 2( 1)y C x  ． 

令 ( )C C x ，即设 2( )( 1)y C x x  为原方程的解，将其导数 2( )( 1) 2 ( )( 1)y C x x C x x    

代入原方程，得 
3 2 2 5( )( 1) 2 ( )( 1) 2 ( )( 1) ( 1)C x x C x x C x x x        ． 

整理化简得： 2( ) ( 1)C x x   ， 

所以 2 31( ) ( 1) d ( 1)
3

C x x x x C     ． 

故原方程的通解为： 3 21 ( 1) ( 1)
3

y x C x      
． 

即为： 5 21 ( 1) ( 1)
3

y x C x    （C为任意常数）． 
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例 4.42  求方程
lny x xy
x

  的通解． 

解：题给方程是一阶非齐次线性微分方程，其标准形式为：
1 lny y x
x

   ． 

将
1( )P x
x

  、 ( ) lnQ x x 代入通解公式得： 

 

1 1d d( )d( )d

ln ln 2

( )e d e ln e d e

ln 1ln e d e d ln d ln ln .
2

x xP x xP x x x x

x x

y Q x x C x x C

xx x C x C x x x C x x C x
x

            



            
                   

 

  

 

故所求微分方程的通解为： 21 ln
2

y x Cx  （C为任意常数）． 

例 4.43  设一曲线通过原点，并且它在点 ( , )x y 处的切线斜率等于 2x y ，求这条曲线

方程． 
解：由题设可得微分方程 2y x y   ，这是一阶非齐次线性微分方程，其标准形式为：

2y y x   ，所以 ( ) 1P x   ， ( ) 2Q x x ． 

故微分方程的通解为： 

   

( )d d d( )d( )e d e 2 e d e

2 2 e d e 2 de e 2 e 2 e d e

( 2 e 2e )e e 2( 1).

P x x x xP x x

x x x x x x x

x x x x

y Q x x C x x C

x x C x C x x C

x C C x

 

   

 

           

        

      

 

  

 
又曲线通过原点，代入通解，得： 00 e 2(0 1)C   ，所以 2C  ． 

故所求曲线方程为： 2(e 1)xy x   ． 

4.7.4  二阶线性常系数微分方程 

定义 4.8  形如 ( )y py qy f x    （ p、 q为常数）的方程，称为二阶常系数线性微分

方程． 
当 ( ) 0f x  时，有 0y py qy    ，称为二阶常系数齐次线性微分方程；当 ( ) 0f x  时，

称为二阶常系数非齐次线性微分方程，且称 ( )f x 为非齐次项，也叫自由项． 
定义 4.9（函数的线性相关性）设函数 1( )y x 、 2 ( )y x 是定义在某区间上的函数，若存在两

个不全为零的数 1k 、 2k 使得对于该区间内任一 x 恒有 1 1 2 2 0k y k y  成立，则称函数 1y 、 2y 在

该区间上线性无关，否则称为线性相关．易知，函数 1y 、 2y 线性相关的充要条件是 1

2

y
y

常数． 

定理 4.15（齐次线性方程解的叠加原理）若 1y 、 2y 是齐次线性方程 0y py qy    的两

个解，则 1 1 2 2y C y C y  也是该方程的解，且当 1y 、 2y 线性无关时， 1 1 2 2y C y C y  就是该

方程的通解． 
定理 4.16（非齐次线性方程解的结构）若 *y 为非齐次线性方程 ( )y py qy f x    的某个

特 解 ， Y 为 对 应 齐 次 方 程 0y py qy    的 通 解 ， 则 *y Y y  为 非 齐 次 方 程
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( )y py qy f x    的通解． 
定理 4.17  若 1y 、 2y 分别是方程 1( )y py qy f x    与 2 ( )y py qy f x    的解，则

1 2y y y  是方程 1 2( ) ( )y py qy f x f x     的解． 

注意：上述三个定理用代入验证的方法很容易证明．这里证明从略． 
二阶常系数齐次线性微分方程的求解方法： 
（ 1）写出微分方程 0y py qy    的特征方程 2 0r pr q   ，并求出特征根：

2

1,2
4

2
p p q

r
  

 ． 

（2）按下表写出所求微分方程的通解． 

特征方程的特征根 通解形式 

两个不等实根 1r 、 2r （特征单根） 1 21 2e er x r xy C C   

两个相等实根 1 2r r r  （特征重根） 1 2( )er xy C C x   

一对共轭复根 1,2 i r   （特征复根） 1 2e ( cos sin )xy C x C x     

 
例 4.44  求微分方程 6 0y y y    的通解． 

解：特征方程： 2 6 0r r   ，特征根： 1 3r   ， 2 2r  ． 

故所求微分方程的通解为： 3 2
1 2e ex xy C C  （ 1C 、 2C 为任意常数）． 

例 4.45  求微分方程 4 4 0y y y    满足初始条件 0| 1xy   ， 0| 0xy   的特解． 

解：特征方程： 2 4 4 0r r   ，特征根： 1 2 2r r   ． 

所以所求微分方程的通解为： 2
1 2( )e xy C C x   ．  

所以 2 2 2
2 1 2 2 1 2e ( ) ( 2)e ( 2 2 )ex x xy C C C x C C C x           ． 

又由初始条件得： 0| 1xy   ， 0| 0xy   得
1

2 1

1
2 0.


  

，C
C C

所以
1

2

1
2.


 

，C
C

 

故所求特解为： 2(1 2 )e xy x   ． 
例 4.46  求微分方程 2 3 0y y y    的通解． 

解：特征方程： 2 2 3 0r r   ，特征根： 1,2 1 2ir   ，即 1  ， 2  ． 

故所求微分方程的通解为： 1 2e ( cos 2 sin 2 )xy C x C x  （ 1C 、 2C 为任意常数）． 
二阶常系数非齐次线性微分方程的特解求法： 
（1） ( ) ( )e x

mf x P x  （其中 ( )mP x 为 m次多项式，为常数）． 

1）不是特征根，即 2 0p q    时，上式左端的次数与 ( )Q x 相同，右端次数为 m，

所以可设： * ( )e ( )ex x
my Q x Q x   ，其中 ( )mQ x 也是 m次多项式． 

2）是特征单根，即 2 0  p q  ，而 2 0p   时，同上分析可设： * ( )e x
my xQ x  ． 

3）是特征重根，即 2 2 0p q p       时，同上分析可设： 2* ( )e x
my x Q x  ． 

（2） ( ) e [ ( )cos ( )sin ]x
n hf x P x x Q x x    ． 

若  不是特征根，则 * e [ ( )cos ( )sin ]x
m my P x x Q x x    ；若  是特征根，则 * e xy x   
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[ ( )cos ( )sin ]m mP x x Q x x  ． max{ , }m n h ． 

二阶常系数非齐次线性微分方程通解求法： 
（1）求对应齐次方程的通解 Y；（2）利用二阶常系数非齐次线性方程的特解公式求它本

身的一个特解 *y ，其中可用待定系数法求出多项式 ( )mQ x 的各项系数 1 2, , , mb b b ；（3）利用

二阶常系数非齐次线性方程的结构定理写出其通解 *y Y y  ． 

例 4.47  求微分方程 36 9 e xy y y    的一个特解． 

解：对应齐次线性微分方程的特征方程为： 2 6 9 0r r   ，特征根： 1 , 2 3r  ． 

自由项 3( ) ( )e ex x
mf x P x   ， ( ) 1mP x  ， 3  是特征重根，所以 2k ， ( )mQ x A ，于

是可设特解 2 3* ( )e ek x x
my x Q x Ax  ，将其一、二阶导数： 

3 2 3 2 3* 2 e 3 e (2 3 )ex x xy Ax Ax A x x     ， 
3 2 3 2 3* (2 6 )e 3 (2 3 )e (2 12 9 )ex x xy A x A x x A x x        ． 

代入原方程并消去 3e x得： 2 2 2(2 12 9 ) 6 (2 3 ) 9 1A x x A x x Ax      ， 

化简： 2 1A  ，即
1
2

A  ，于是， 2 31* e
2

xy x 是原方程的一个特解． 

例 4.48  求微分方程 y y x   的通解． 

解：特征方程： 2 0r r  ，特征根： 0r  ， 1r   ，对应齐次方程的通解 1 2e xY C C   ． 

( ) ( )e x
mf x P x x  ， ( )mP x x ， 0  是特征单根，所以 1k ， ( )mQ x Ax B  ．  

设 2* ( )e ( )k x
my x Q x x Ax B Ax Bx     ，则 * 2y Ax B   ， * 2y A  ．  

代入原微分方程得： 2 (2 )A Ax B x   ，比较系数得：
2 0
2 1.

 
 

，A B
A

解得：

1
2
1.

 

  

，A

B
  

所以原方程的一个特解为： 21*
2

y x x  ． 

故所求微分方程的通解为： 2
1 2

1e
2

xy C C x x    ．  

例 4.49  求微分方程 4 exy y x   在初始条件 0| 0xy   ， 0| 1xy   下的特解． 

分析：由上述特解公式求出的特解不一定符合初始条件的要求，一般特解的计算仍然是

先求通解再定特解． 
解：特征方程： 2 1 0r   ，特征根： 1,2 i r ，对应齐次方程的通解 1 2cos sinY C x C x  ． 

又 ( ) ( )e 4 ex x
mf x P x x  ， ( ) 4mP x x ， 1  不是特征根，所以 0k  ， ( )mQ x Ax B  ，

于是设原方程的一个特解为： * ( )e ( )ek x x
my x Q x Ax B   ，将 * ( )exy A Ax B    ，

* (2 )exy A Ax B    代入原方程并消去 ex得： 
(2 ) ( ) 4A Ax B Ax B x     ，即 2 2( ) 4Ax A B x   ． 

比较系数得：
2 4

0.


  

，A
A B

解得：
2

2.


  

，A
B

所以 * 2( 1)exy x  ． 

所以原方程的通解为： 1 2cos sin 2( 1)exy C x C x x    ． 



第 4 章  函数的积分 101 

所以 1 2sin cos 2 exy C x C x x     ． 
由题给初始条件解得： 1 2C  ， 2 1C  ， 

故所求特解为： 2cos sin 2( 1)exy x x x    ． 
例 4.50  求微分方程 siny y x   的通解． 

解：对应齐次方程的特征方程为： 2 1 0r   ，特征根为： i r ， 
齐次方程的通解为： 1 2cos sin y C x C x， 

自由项： ( ) e [ ( )cos ( )sin ] sinx
n hf x P x x Q x x x     ， 

所以 0  ， 1  ， ( ) ( ) 1n hP x Q x  ， i i     是特征方程的复根，所以取 1k  ，

( )mP x A ， ( )mQ x B ． 

于是设特解 * e [ ( ) cos ( )sin ] ( cos sin )k x
m my x P x x Q x x x A x B x      ， 

* ( cos sin ) ( sin cos )     y A x B x x A x B x  
( ) cos ( )sin   A Bx x B Ax x， 

* cos ( )sin sin ( ) cos
(2 )cos (2 )sin .

      
   

y B x A Bx x A x B Ax x
B Ax x A Bx x

 

将上两式代入原方程得： 
[(2 )cos (2 )sin ] ( cos sin ) sinB Ax x A Bx x x A x B x x      ， 

化简得： 2 cos 2 sin sinB x A x x  ，所以
1
2

A  ， 0B  ，所以
1* cos
2

y x x  ． 

故所求通解为： 1 2
1cos sin cos
2

y C x C x x x   ． 

4.7.5  常微分方程的应用 

例 4.51  （降落伞着地时的速度问题）现在有一个质量为 80kgm  的（包括装备在内）

运动员，从高空跳下，设下落时的总阻力与下落速度成正比，比例系数为 100kg/sk ．设整

个降落过程为90 s ，求运动员起跳的高度 h和着地的速度． 
解：取起跳点为原点，铅直向下为 x轴，设在时刻 t运动员的坐标为 ( )x t ，则有初始条件

(0) 0x  ， (0) 0x  ．根据牛顿第二运动规律可得
2

2
d d

dd
x xm mg k

tt
  ，这是一个二阶常系数线

性非齐次微分方程，通解为 1 2e
k t
m mgx C C t

k


   ． 

根据初始条件 (0) 0x  ， (0) 0x  可得
2

1 2
m gC
k

 ，
2

2 2
m gC
k

  ，即
2

2 (e 1)
k t
mm g mgx t

kk


   ． 

将题中数据代入可得 700.04h  （m）， 7.848v  （m/s ）． 
例 4.52  有一小船从岸边的 O点出发驶向对岸，假定河流两岸是互相平行的直线，并设

船速为 a，方向始终垂直于对岸，又设河宽为 2l ，河面上任一点处的水速与该点到两岸距离

之积成正比，比例系数为 0k 2
v
l

 ，求小船航行的轨迹方程． 

解：以指向对岸方向为 x 轴方向，顺水方向为 y 轴方向，建立坐标系如图 4-35 所示，根
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据题意条件可知，在时刻 t有 
d
dx
xv a
t

  ， 0
2

d (2 ) (2 )
dy

vyv kx l x x l x
t l

     ，即 0
2

d (2 )
d

vy x l x
x al
  ． 

 
图 4-35  

这是一个可分离变量方程，分离变量再积分，可得 2 30
2 (3 )

3
vy C lx x
al

   ， 

由初始条件 0 0( , ) (0,0)x y  ，可得 0C  ，即小船航行的轨迹方程为 2 30
0 (3 )

3
vy lx x
al

  ，

0 2x l≤ ≤ ． 
例 4.53  （电动机降温问题）一电动机启动后，其机身温度会不断升高，升高速度为每

小时 20℃，为防止温度无限升高而烧坏机器或发生其他生产事故，在电动机启动后就要立即

对它采取降温措施，最简单的降温措施就是用强力电扇将恒温空气对它猛吹，使它冷却降温，

根据牛顿冷却定律可知冷却速度和机身与空气的温差成正比，设空气的温度一直保持 15℃不

变．试求电动机温度的变化规律． 
解：设在启动后经 t小时后电动机的温度为 ( )T t ，在时间段（ , dt t t）内电动机温度的变

化情况，根据电动机温度的改变量dT 自身的升温作用 20dt 空气的降温效果 ( 15)dk T t ，即

有
d 20 ( 15)
d
T k T
t
   ，其中 k是一个正的常数． 

上述方程是一个可分离变量的方程，用分离变量法求解，可得通解为
2015 e ktT C
k

   ，

由初始条件 (0) 15T  可得
20C
k

  ，从而可得特解 

2015 (1 e )ktT
k

   ． 

例 4.54  如图 4-36 所示，在离水面高度为 hm 的岸上，有人用绳子拉船靠岸，假定绳长

为 1m，船位于离岸壁 s处，试问：当收绳速度为 0v m/s 时，船的速度、加速度各是多少？ 

解：l、h、s三者构成了直角三角形，由勾股定理得 2 2 2l h s  ．                （1） 

两端同时对时间求导，得
d d2 0 2
d d
l sl s
t t
  ，即

d d
d d
l sl s
t t
 ．                      （2） 

l为绳长，按速度定义，
d
d
l
t
即为收绳速度 0v ，船只能沿 s线在水面上行驶逐渐靠近岸壁，
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因而
d
d
s
t
应为船速 v，将它们代入（2）式得船速 

0
lv v
s

 ．                                 （3） 

 
图 4-36  

利用（1）式消去 l，得
2 2

0
h sv v
s


 （m/s）．                               （4） 

（4）式中 h、 0v 都是常数，只有 s是变量．按加速度定义 
2

02 2 2

d d d
d d d
v v s ha v v
t s t s h s

 
       

． 

将（4）式代入上式，得
2 2

0
2

h va
s

  （m/s2）．                                  （5） 

这里的负号表明加速度的方向与 x轴的正向相反． 

习题 4.7 

1．填空题 

（1）微分方程 ( ) 2 sin 1  
n ny y x 的阶数为________． 

（2）设函数 1( , , , )ny f x C C  是微分方程 2 1y xy y    的通解，则任意常数的个数

n  ________． 
（3）设曲线 ( )y f x 上任一点 ( , )x y 处的切线垂直于该点与原点的连线，则曲线所满足的

微分方程为________． 
2．选择题 
（1）下列判断正确的是（    ）； 

A． 2( ) exy xy   是二阶微分方程  
B． sin 0y y x    是一阶微分方程 

C．
2

2d 2
d
y xy x
x

     
 

是一阶微分方程  

D． d (2 )d 1 0y x x y    不是微分方程 
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（2）函数 2 3
1e 1C xy C   （其中 1C 、 2C 是任意常数）是微分方程 9 9y y   的（    ）； 

A．通解  B．特解  
C．解  D．不是解 

（3）微分方程
d 1
d
y y
x
  满足初始条件 0| 1xy   的特解是（    ）． 

A． e 1xy C    B． 2e 1xy     
C． ln | 1|y x C    D． ln | 1|y x    

3．用分离变量法求解下列微分方程： 

（1）
2

d 1
d 1

y
x y x



；      （2） 2 22 1x yy y   ； 

（3）sin cos d cos sin dy x y y x x ，且 0
π|
4xy   ． 

4．求解下列一阶线性微分方程： 
（1） siny ay b x   （其中 a 、b为常数）； （2） 2 3 2xy y x x     ； 

（3） d sin
d
y y x
x x x
  ， π| 1xy   ． 

5．求解下列二阶常系数齐次线性微分方程： 
（1） 4 0y y   ；      （2） 2 0y y y    ； 

（3）
0 0

2 0
| 0 | 2 

  
  

，

， ；x x

y y
y y

     （4）
0 0

25 0
| 2  | 5.x x

y y
y y 

  
  

，

，
 

6．求解下列二阶常系数非齐次线性微分方程： 
（1） 5 4 3 2y y y x     ；    （2） 4 exy y x   ； 

（3）
0 0

2 sin
| 0 | 1. 

  
  

，

，x x

y y x
y y

 

7．一架飞机沿抛物线 2 1y x  的轨道向地面俯冲，如图 4-37 所示，x轴取在地面上．机

翼到地面的距离以 100m/s 的固定速度减少．问机翼离地面 2501m 时，机翼影子在地面上运动

的速度是多少（假设太阳光线是铅直的）？ 

 
图 4-37  飞机俯冲时机翼影子的速度问题 
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复习题 4 

1．填空题 
（1）已知 ( )d cos 2  f x x x C，则 ( )f x  ________； 

（2）设 3x 为 ( )f x 的一个原函数，则d ( )f x =________； 

（3）已知 100( ) (1 2 ) df x x x  ，则 ( )f x  ________， (0)f   ________； 

（4） (ln )df x x
x


 ________； 

（5）若 ( )d cos   f x x x C ，则 ( ) ( )nf x =________； 

（6）
 

 

d ( )d
d

b

a
f x x

x  =________，
2 

 1

d ( )d
d

x
f t t

x
 ________； 

（7）
 1 3

2 1

1(1 sin ) d
1

x x
x

 
 ________； 

（8）微分方程

22
4 3

2
d d 1

dd
y yx xy

xx
 

   
 

是________阶微分方程； 

（9）微分方程 2 3 0y y y    的通解是________； 

（10）微分方程 36 9 ( 1)e xy y y x     的特解形式可设为________． 

2．选择题 

（1） 2
1 d

1
x

x

     （    ）； 

A． 2
1

1 x
  B． 2

1
1

C
x




 C． arctan x   D． arctan x C  

（2）1 ln x
x


的原函数是（    ）； 

A． 2(1 ln ) x C  B． 21 ln
2

x C     

C． 21 (1 ln )
2

 x C      D．
211 ln

2
   
 

x C  

（3）使
 

 0
( )d 1f x x


 成立的 ( )f x 为（    ）； 

A． 2
1
x

 B． 1
x

    C． e x           D． 2
1

1 x
 

（4）若 2( )df x x x C  ，则 2(1 )dxf x x 为（    ）； 

A． 2 22(1 )x C         B． 2 22(1 )x C    

C． 2 21 (1 )
2

x C        D． 2 21 (1 )
2

x C    
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（5）已知
 1

 0
(2 )d 2x k x  ，则 k =（    ）； 

A．0 B． 1  C．1 D．
1
2

 

（6）
 1

 1 2

1 sin d
4

x x
x





 （    ）； 

A．
2π
3

    B． π
3

 C． π
6

  D．0  

（7）（    ）不是广义积分； 

A．
 1

 0 2
d

1

x x
x

     B．
 0 2
 

e dx x
  

C．
 

20

1 d
( 1)

x
x x



     D．
 1

 0 2

1 d
1

x
x

  

（8）下列微分方程中（    ）是线性微分方程； 
A． 2 1y xy y              B． 1y xy y     

C． 1yy                  D． e 1x yy     
（9）下列函数中的（    ）是方程 (1 )d (1 )dx y y x   的解． 

A．
1

1
y

x



       B． 1 1

1
y

x
 


 

C． 1 2
1

y
x

 


       D．
2

1
y

x



 

3．积分计算． 

（1） 2 2
1 dx

x a ；  （2） 1 d
1 ex

x


 ；  （3） ln 2dx x
x


 ； 

（4） cos dx x x ；       （5） ( 1)sin 2 dx x x ； （6） cos d
2
xx x ； 

（7） 2sin dx x x ；   （8） cos( ln )dx x ；  （9）
 1

 0
d

2
x x
x ； 

（10）  e

 1

2 ln dx x
x


 ；  （11）

 1 2 2
 0

1 dy y x ； （12）
2

 1
2

 0
e d

t

t x


 ； 

（13）  ln 2

 0
e dxx x ；     （14）

π 
2

 0
sin 2 dx x x ；  （15）

 2π 2
 0

cos dx x x ； 

（16）  2

 0
ln (3 )dx x ；  （17）

1 22
 0

e cos dx x x ；  （18）  

 0
e dax x

  （ 0a  ）； 

（19）
2 

 0
e dxx x

  ；     （20）  1

 0 2
d

1

x x
x

 ；  （21）  2

 1
d

1
x x
x  ． 

4．定积分的几何应用． 
（1）求抛物线 2 4 3y x x    及在点 (0, 3) 和 (3,0)处的切线所围成的面积； 

（2）由 exy  及 1x  、y轴和 x轴所围成的图形绕 x轴旋转，求旋转体的体积； 
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（3）由
3y
x

 及 4y x  所围成的图形分别绕 x轴、y轴旋转，求旋转体的体积． 

5．求解下列微分方程： 

（1） 2ln 0y xy
x x

    ；     （2） 32 2 0y xy x    ； 

（3） 1cos sin 2
2

y y x x   ；    （4） 1 e ( 1)
1

xy y x
x

   


； 

（5）

2 2
2
3( 1)
2

     

  


，

；

yy x x
x

y
     （6）

sin

π 1.
2

   


     

，
yy x x
x

y
 

 
 
 


